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Στην παρούσα εργασία γίνεται µια προσπάθεια να παρουσιαστούν τα βασικά µοντέλα 
που χρησιµοποιούνται για τη µοντελοποίηση και την περιγραφή της δυναµικής που 
παρουσιάζουν τα λοιµώδη νοσήµατα. Σε αυτή την κατεύθυνση θα χρησιµοποιηθεί 
ένα µοντέλο που επιχειρεί να περιγράψει την εξέλιξη της επιδηµίας SARS στη Λαϊκή 
∆ηµοκρατία της Κίνας κατά το έτος 2003. 
Με βάση αυτό τον άξονα, η παρουσία χωρίζεται σε τρία αλληλοσυµπληρούµενα 
µέρη. Στο πρώτο γίνεται µια βασική διάκριση των επιδηµικών µοντέλων στις δύο 
κυρίαρχες κατηγορίες SIR και SIS. Στη δεύτερη δίνονται ορισµένες βασικές 
διαφοροποιήσεις µεταξύ των δύο αυτών µοντέλων. Κατόπιν, δίνονται ορισµένες 
εύχρηστες και συχνά χρησιµοποιούµενες επεκτάσεις τους. Στο δεύτερο µέρος,   
επιχειρείται µια εισαγωγή στον τρόπο διαχείρισης τέτοιων µοντέλων και αναζητείται 
η δυναµική που παρουσιάζουν, χρησιµοποιώντας πληροφορίες από τους Earn (2008), 
Ma (2009) και Brauer (2008). Ακόµη, δίνονται ορισµένες πιο σύνθετες και 
πολύπλοκες επεκτάσεις των πιο πάνω υποδειγµάτων, που έχουν ιδιαίτερη 
χρηστικότητα σε πρακτικές εφαρµογές. 
Ως συνέχεια, στο τρίτο µέρος, διαµορφώνεται ένα υπόδειγµα που µπορεί να εκτιµήσει 
αρκετά ικανοποιητικά τη δυναµική της επιδηµίας SARS (Brauer & Wu, 2009).  
Τέλος, δίνονται τιµές στις παραµέτρους του υποδείγµατος και εξετάζεται η 
προβλεπτικότητα του µοντέλου, καθώς και η ευαισθησία του σε τροποποιήσεις αυτών 
των αριθµητικών τιµών, µε βάση τη µελέτη των Zhou et al. (2004), που αφορά στην 
Κινεζική επικράτεια. Κλείνοντας, παρατίθενται ορισµένα γενικά συµπεράσµατα που 
προκύπτουν για τη µοντελοποίηση των λοιµωδών νοσηµάτων. 
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Η σύγχρονη εποχή χαρακτηρίζεται από µια ισχυρή προσπάθεια του ανθρώπου να 
ελέγξει και να περιορίσει την επίδραση ή ακόµη και την ύπαρξη των λοιµωδών 
νοσηµάτων. Μια σειρά από ασθένειες έχουν εκλείψει πλήρως, άλλες έχουν 
περιοριστεί γεωγραφικά και συχνά και πληθυσµιακά, ως αποτέλεσµα αυτής της 
συστηµατικής και έντονης δράσης του ανθρώπινου παράγοντα. Άλλες, έχουν τεθεί 
υπό έλεγχο, ενώ σε περιπτώσεις, όπως του HIV, που ακόµη δεν έχουν βρεθεί και 
εφαρµοστεί παγκόσµια συστηµατικές λύσεις, ελκύεται το ενδιαφέρον του 
επιστηµονικού αλλά και του κοινωνικού, ακόµη και του πολιτικού διαλόγου. 
Σε αυτό το πλαίσιο, θα πρέπει να αναγνωριστεί ότι ο εν λόγω αγώνας δεν έχει 
ολοκληρωθεί ακόµη (και ίσως να είναι και εκ των πραγµάτων αέναος). Παρά τις 
ανθρώπινες προσπάθειες, όσο δαπανηρές κι αν είναι αυτές, οι διαφορετικές συνθήκες 
υγιεινής ανά τον κόσµο, αλλά και οι συνεχείς µεταλλάξεις των λοιµωδών νοσηµάτων, 
τα καθιστούν έναν εχθρό που δύσκολα αντιµετωπίζεται. 
Ιδιαίτερο κίνδυνο παρουσιάζει, έναντι των άλλων ασθενειών, η ταχύρυθµη εξάπλωσή 
τους στον πληθυσµό, που καθιστά την αντιµετώπισή τους ιδιαίτερα δυσχερή, κυρίως 
αν δεν είναι άµεση, καθώς οι ιατρικοί πόροι είναι πάντοτε πεπερασµένοι, η 
φαρµακευτική αντιµετώπιση συνήθως καθυστερεί πολύ να αναπτυχθεί και, 
αναγκαστικά, τεχνικές όπως η καραντίνα, ο περιορισµός των διεθνών µετακινήσεων 
και άλλα εµπροσθοβαρή προληπτικά µέτρα έχουν ενταχθεί στη φαρέτρα του 
Παγκόσµιου Οργανισµού Υγείας, ώστε όταν οι συνθήκες το απαιτούν να είναι σε 
θέση να επιλαµβάνεται εποικοδοµητικά. 
Μία αξιόλογη πλευρά που πρέπει να ληφθεί υπόψη είναι αυτή των αλληλεπιδράσεων 
µιας επιδηµίας µε οικονοµικά δεδοµένα µιας χώρας ή ακόµη και παγκόσµια. Κυρίως 
σε ότι αφορά την επιλογή κατάλληλων µεθόδων πρόληψης και θεραπείας µπορεί να 
υπάρξουν µέτρα που το κόστος τους προκαλεί οικονοµικές για µεγάλο χρονικό 
διάστηµα µετά την εφαρµογή. Ακόµη, η ετοιµότητα ανά χώρα και ανά χρονική 
περίοδο φαίνεται να είναι ισχυρά εξαρτηµένη από την φάση του οικονοµικού κύκλου, 
τόσο της κάθε χώρας, όσο και σε παγκόσµια κλίµακα. 
Ο προγραµµατισµός, η πρόβλεψη, η πρακτική εφαρµογή αλλά και η συνεχής 
αξιολόγηση σχετικών πρακτικών είναι οι αιτίες που καθιστούν αναγκαία τη 
µοντελοποίηση της εξέλιξης των λοιµωδών νοσηµάτων, κάτω από τις υποθέσεις της 
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απεριόριστης εξέλιξής τους και των εναλλακτικών µέτρων θεραπείας και πρόληψης 
της µετάδοσης τους. Οι ιατρικές γνώσεις, άλλοτε καθιστούν τις παραµέτρους των 
σχετικών υποδειγµάτων αυτονόητες προσδιοριστικές παραµέτρους και άλλοτε 
ζητούµενο ή απαιτούµενη υπόθεση. 
Στην ειδική περίπτωση του SARS που µελετάµε, θα δούµε ότι πολλές παράµετροι του 
υποδείγµατος σχετικά µε τη µετάδοση του ιού και την αποτελεσµατικότητα των 
µέτρων που ελήφθησαν χρήζουν µαθηµατικής διερεύνησης, µε τη χρήση τεχνικών 
που θα παρουσιάσουµε στη συνέχεια. Οι γνώση επί του αντικειµένου αυτού είναι 
απαραίτητη για την πρόληψη και την προετοιµασία του ιατρικού και πολιτικού 
προσωπικού έναντι µιας νέας έξαρσης του εν λόγω ιού, πιθανών µεταλλάξεών του ή 
νέων παρόµοιων που κατά περιόδους απειλούν την υγεία του ανθρώπινου είδους 
λαµβάνοντας τη µορφή επιδηµιών ή πανδηµιών.  
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Ένα από τα πιο ουσιώδη θέµατα που απασχολούν τη σύγχρονη ιατρική, αλλά και 
άλλες επιστήµες όπως την πολιτική, την κοινωνική και την οικονοµική, 
δευτερευόντως, είναι η διαχείριση, ο έλεγχος και ο περιορισµός της εξάπλωσης των 
λοιµωδών νοσηµάτων. Η πρακτική που ακολουθείται, πλέον, είναι η ενεργητική 
παρέµβαση του Παγκόσµιου Οργανισµού Υγείας και των εκάστοτε εγχώριων 
συστηµάτων υγείας κάθε χώρας, ώστε µια ενδεχόµενη απειλή να αποφευχθεί, ει 
δυνατόν, εν τη γενέσει της. 
Ουσιαστικά, η εξέλιξη των λοιµωδών νοσηµάτων µπορεί να περιγραφεί επαρκώς από 
ένα πληθυσµιακό µοντέλο, όπου ο πληθυσµός ενδιαφέροντος (των ανθρώπων) 
διακρίνεται σε επιµέρους υποσύνολα του πληθυσµού. Καθοριστικής σηµασίας είναι 
αυτός των νοσούντων, ενώ µια σειρά παραµέτρων καθορίζουν το ρυθµό µε τον οποίο 
αυτός µεταβάλλεται προς ή αποµακρυνόµενος από ελκυστικά ή απωθητικά σηµεία 
ισορροπίας, αντίστοιχα. Αποτελεί αδήριτη ανάγκη η εκ των προτέρων γνώση των 
προϋποθέσεων κάτω από τις οποίες ένας τέτοιος πληθυσµός µπορεί να εξελίσσεται 
εις τρόπον ώστε να απειρίζεται ή να συγκλίνει σε υψηλές τιµές, ενώ είναι σηµαντικό 
να µελετηθούν οι τρόποι οι οποίοι θα διασφαλίσουν πως ο εν λόγω πληθυσµός θα 
περιορίζεται σε χαµηλά επίπεδα και ει δυνατόν θα συγκλίνει στο µηδέν. 
Ο πληθυσµός που εξετάζεται θεωρείται πως αποτελείται από αλληλεπιδρούσες 
πληθυσµιακές οµάδες, όπως για παράδειγµα είναι οι υγιείς, όσοι είναι σε καραντίνα, 
ενδεχοµένως το ιατρικό προσωπικό και ούτω καθεξής, αλλά και µε άλλους 
παράγοντες όπως τυχόν θεραπείες, µεταλλάξεις του ιού ή των µέτρων ασφαλείας που 
λαµβάνονται, όπως αναλυτικά θα δούµε στη συνέχεια (Brauer, 2008). Θα 
θεωρήσουµε ότι η µελέτη τέτοιων φαινοµένων είναι καλύτερο να γίνεται υπό το 
πρίσµα διακριτών και όχι συνεχών συστηµάτων, ώστε να µπορεί να καταστεί 
διαχειρήσιµη οποιαδήποτε βάση δεδοµένων (Hethcote, 2000; Ma et. al., 2003; Bailey, 
1975). 
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Από αρχαιοτάτων χρόνων, έχει καταστεί σαφής η ραγδαία επίδραση των επιδηµιών 
στους ανθρώπινους πληθυσµούς. Ιστορικά στοιχεία δείχνουν ότι υπήρξαν 
καθοριστικές επιδράσεις επιδηµιών και λοιµωδών νοσηµάτων τόσο στην 
πληθυσµιακή εξέλιξη του ανθρώπου, όσο και σε µεταναστευτικές ροές, άνοδο και 
πτώση αυτοκρατοριών, οικονοµική πρόοδο και παρακµή. Όπως αναφέρει και ο Earn 
(2008), η εξάπλωση των µεταδοτικών ασθενειών έχει κατά καιρούς υπάρξει 
σηµαντικός παράγοντας µε καθοριστικές επιδράσεις στην ιστορία όπως φαίνεται στο 
άρθρο του McNeill (1976). 
Ασφαλώς, ένα τόσο ισχυρό φαινόµενο δε θα µπορούσε να µη συσχετιστεί κατά (όχι 
απαραίτητα και τόσο µακρινές) περιόδους µε θεία τιµωρία για «αµαρτωλό» βίο, 
ακόµη και για συλλογική ευθύνη ενός κοινωνικού συνόλου. Άλλωστε το σοκ µιας 
τόσο ισχυρής επίδρασης στα πληθυσµιακά δεδοµένα είναι εύλογο να οδηγεί σε 
αναζήτηση άµεσων ερµηνειών (κάτι που πλέον γίνεται µε έρευνες της ιατρικής και 
επικουρικά άλλων επιστηµών όπως και τα δυναµικά µαθηµατικά). 
Είναι πλέον εκτεταµένη η προσπάθεια µαθηµατικής «προσοµοίωσης» της εξέλιξης 
επιδηµιών και πανδηµιών µε τη χρήση δεδοµένων από την περίοδο έξαρσής τους, 
όπου αυτά είναι υπαρκτά. Πολύ χαρακτηριστική είναι η συνεισφορά των Kermack 
και McKendrick (1927), οι οποίοι από εκείνη την πρώιµη περίοδο είχαν παρουσιάσει 
ένα δυναµικό µοντέλο SIR (Susceptible-Infective-Recovered), ώστε να περιγράψουν 
τη Μεγάλη Πανούκλα του Λονδίνου, προσπαθώντας να προσοµοιώσουν εβδοµαδιαία 
στοιχεία της εποχής. Είναι προφανές ότι η συγκεκριµένη εργασία αποτέλεσε το 
επίκεντρο του ενδιαφέροντος ή τη βάση ανάλυσης πολλών µεταγενέστερων, ακόµη 
και σύγχρονων εργασιών που αφορούν λοιµώδη νοσήµατα. Ενδιαφέρον παρουσιάζει 
η εξέλιξη του εν λόγω υποδείγµατος, η οποία ερµηνεύει και επόµενες χρονικά 
εξάρσεις της πανούκλας ως αποτέλεσµα της διατήρησης του ιού και µετά την 
εξάλειψη του στις τρεις οµάδες που διερευνά το SIR µοντέλο, καθώς αυτός 
πιστεύεται πως επιβίωσε στα τρωκτικά (Earn, 2008). 
Από τον Brauer (2008) µπορούµε να δούµε τα δυναµικά µοντέλα Kermack- 
McKendrick, ως υποδείγµατα που διακρίνουν τον πληθυσµό σε επιµέρους οµάδες, 
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ανάλογα µε τα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά ενός ατόµου ως προς µία ασθένεια, και στη 
συνέχεια αναπτύσσουν τις σχέσεις µεταξύ αυτών των πληθυσµιακών οµάδων. 
Μία άλλη κλασική πλέον περίπτωση επιδηµίας που έχει µελετηθεί είναι η ιλαρά της 
Νέας Υόρκης, όπως την µελέτησαν οι Anderson και May (1991). Ασφαλώς, 
πρόκειται για µια λιγότερο µακάβρια καταγραφή, που ωστόσο αναδεικνύει και πάλι 
τη χρησιµότητα σχετικών µοντέλων, αλλά και την καταγεγραµµένη 
αποτελεσµατικότητά τους (κυρίως αν ενισχυθούν και εξειδικευτούν ελαφρά µε 
επιπλέον µεταβλητές, ντετερµινιστικές ή στοχαστικές) στην περιγραφή επιδηµικών 
πληθυσµιακών συµπεριφορών. 
Σε γενικές γραµµές, η ιστορική πορεία ουσιαστικά δείχνει τη διαρκή µετάβαση σε 
όλο και πιο εξειδικευµένα υποδείγµατα, που διακρίνουν περισσότερες πληθυσµιακές 
οµάδες, ώστε αυτές να είναι πράγµατι πιο οµοιογενείς, συµπεριλαµβάνουν 
στοχαστικές διαδικασίες (Allen, 2008) και βελτιωµένες, ως προς την επιστηµονική 
τους τεκµηρίωση, εκτιµήσεις των παραµέτρων που προσδιορίζουν την 
αλληλεπίδραση µεταξύ των επιµέρους τµηµάτων των πληθυσµιακών οµάδων. Τέτοια 
υποδείγµατα θα παρατεθούν πιο αναλυτικά στις ακόλουθες υποενότητες, ώστε να 
καταλήξουµε και στο υπόδειγµα EIQJR που θα χρησιµοποιηθεί και το SEIQJR1 που 
θα συζητηθεί εκτενώς. 
1.3 Το μοντέλο SIR (Susceptible-Infective-Recovered) 
1.3.1 Η βασική μορφή 
Η πιο συνήθης µέθοδος για τη µοντελοποίηση επιδηµικών ασθενειών είναι ο 
διαχωρισµός του πληθυσµού σε διακριτές οµάδες ατόµων, οι οποίες (κατ’ αρχήν) 
θεωρούνται οµοιογενείς, υπό το πρίσµα των ιδιοτήτων που τις χαρακτηρίζουν ως 
προς τον ιό που εξετάζεται. 
Μία από τις πιο τυπικές µορφές είναι η µοντελοποίηση SIR. Στην εν λόγω 
περίπτωση, ο πληθυσµός διακρίνεται σε τρεις διακριτές µεταξύ τους κατηγορίες: 
                                                            
1 SEIQJR: Susceptible‐Exposed‐Infectious‐Quarantined‐Isolated‐Removed 
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1) Ευαίσθητοι: Σε αυτή την κατηγορία εντάσσονται µέλη του πληθυσµού που 
δεν έχουν καµία ανοσία στον υπό εξέταση µολυσµατικό παράγοντα και, κατά 
συνέπεια, εάν εκτεθούν, ενδέχεται να µολυνθούν (Susceptible – S). 
2) Μολυσµατικοί: Σε αυτή την κατηγορία εντάσσονται άτοµα που είναι ήδη 
µολυσµένα και, κατά συνέπεια, µπορούν να µεταδώσουν τη µόλυνση στα 
µέλη της κατηγορίας «ευαίσθητοι» µε τα οποία έρχονται σε επαφή (Infectious 
– I). 
3) Εξαιρεθέντες: Άτοµα που δεν µπορούν πλέον να προσβληθούν από τη 
µόλυνση και, κατά συνέπεια, δεν επιδρούν στη δυναµική µετάδοσης µε 
κανέναν τρόπο όταν έρχονται σε επαφή µε άλλα µέλη του πληθυσµού 
(Removed – R). Αυτό µπορεί να συµβεί είτε µε τον εντοπισµό και την 
αποµόνωσή τους (π.χ. καραντίνα), είτε µε την ανοσοποίησή τους µε κάποια 
τεχνητή µέθοδο (π.χ. εµβολιασµός) ή µε την ανοσοποίησή τους εφόσον 
ιαθούν, είτε µε θάνατο εξαιτίας της ασθένειας. Αν και από ιατρική και 
κοινωνική πλευρά ο τρόπος που ένα άτοµο εισήλθε στην R κατηγορία είναι 
ουσιαστικός (αν όλοι εµβολιαστούν πριν νοσήσουν ή ιαθούν ο πληθυσµός 
επιβιώνει ποσοτικά ανεπηρέαστος, ενώ αν όλοι πεθάνουν, εφόσον νοσήσουν, 
ο πληθυσµός εξαλείφεται) από τη µαθηµατική πλευρά της µοντελοποίησης 
πολλές φορές µια τέτοια διάκριση είναι ασήµαντη. 
Με βάση την παραπάνω περιγραφή, ο πληθυσµός των ξενιστών (Ν), σε ένα SIR 
υπόδειγµα, µπορεί να χωριστεί σε τρία ξένα µεταξύ τους σύνολα, έτσι ώστε να ισχύει 
η ισότητα: ܰ ൌ ܵ ൅ ܫ ൅ ܴ 
Είναι σαφές ότι το µοντέλο αυτό θα πρέπει, εάν προσδιοριστεί σωστά, να προσεγγίζει 
τις πραγµατικές τιµές των δεδοµένων µιας επιδηµίας. Τα ζητήµατα που γεννιούνται 
είναι τα εξής δύο: 
Α) οι µεταβλητές S, I, R είναι συνεχείς ή διακριτές ως προς το χρόνο; Στη συνέχεια 
της µελέτης θα παρακολουθήσουµε βασισµένοι στα διαθέσιµα δεδοµένα εν µέρει και 
τις δύο περιπτώσεις. Στο τρίτο µέρος θα αναγκαστούµε, οι µεταβλητές των 
υποδειγµάτων που θα κατασκευάσουµε να είναι διακριτές ως προς το χρόνο, µε ∆t = 
1 ηµέρα. Επίσης, καθοριστικό είναι να προσδιοριστεί το γεγονός πως οι µεταβλητές 
αυτές πρέπει να είναι µη αρνητικοί (και στην πραγµατικότητα) ακέραιοι, κάτι που 
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πρέπει πάντα να έχουµε κατά νου όταν αξιολογούµε την καταλληλότητα ενός υπό 
εξέταση υποδείγµατος. 
Στο εξής θα θεωρούµε τις παρακάτω µεταβλητές ως προς το χρόνο και θα τις 
χρησιµοποιούµε, ανεξαρτήτως συµβολισµού ως: 
ܵ ൌ ܵሺݐሻ 
ܫ ൌ ܫሺݐሻ 
ܴ ൌ ܴሺݐሻ 
Β) Ποιες είναι οι µαθηµατικές σχέσεις που προσδιορίζουν τον τρόπο µε τον οποίο οι 
µεταβλητές αυτές αλληλεπιδρούν µεταξύ τους και µε το περιβάλλον; Οι παράµετροι 
των εξισώσεων αυτών θα πρέπει να διερευνηθούν ως προς την καταλληλότητά τους 
να επιτύχουν µια επαρκή προσέγγιση των πραγµατικών δεδοµένων, δοθέντων 






݀ݐ ൌ ߚܵܫ െ ߛܫ ൌ
ሺߚܵ െ ߛሻܫ 
Η λογική του υποδείγµατος είναι ότι οποιοδήποτε µέλος του πληθυσµού είναι πιθανό 
σε µια µονάδα του χρόνου να έρθει σε επαφή (µε τρόπο που να µπορεί να επιφέρει 
µετάδοση της µόλυνσης) µε βΝ άτοµα. Ασφαλώς, τα άτοµα που είναι ευαίσθητα και 
έτοιµα να υποστούν µόλυνση είναι αυτά που ανήκουν στην S µερίδα του πληθυσµού. 
Άρα, οι πιθανότητες µια επαφή κάποιου ατόµου να είναι µε άτοµο που είναι 
ευαίσθητο και άρα πιθανό να µολυνθεί, είναι ௌ
ே
.  Συνεπώς, ένα άτοµο µπορεί σε µια 
µονάδα του χρόνου να µολύνει ߚߋ ௌ
ே
ൌ ߚܵ άτοµα. Άρα, έχοντας υπόψη ότι υπάρχουν 
I µολυσµατικά άτοµα σε κάποια χρονική στιγµή, αυτά θα µπορούν να µολύνουν βSI 
άτοµα µέχρι την επόµενη χρονική περίοδο. Αυτό δικαιολογεί την 1η διαφορική 
εξίσωση του συστήµατος, καθώς και τον πρώτο όρο της δεύτερης. 
Στο πιο πάνω σύστηµα εξισώσεων, ορίζουµε ως κατά κεφαλήν ρυθµό µετάδοσης την 
παράµετρο β και ως ρυθµό ανάκαµψης το γ (κατά συνέπεια το 1/γ αποτελεί τη µέση 
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µολυσµατική περίοδο). Εδώ αξίζει να τονιστεί ότι το υπόδειγµα θα «εκτροχιαζόταν» 
από οποιαδήποτε εύλογη επιδηµιολογική ή έστω πληθυσµιακή υπόθεση, εάν 
συνέβαινε µία εκ των S, I, R, β, γ να λάµβανε αρνητική τιµή. Στη συνέχεια θα 
αναλύουµε το µοντέλο θεωρώντας ότι µπορούν να λαµβάνουν µη αρνητικές τιµές. 
Το πιο πάνω µοντέλο µπορεί να χαρακτηριστεί και ως SI µοντέλο, εφόσον η 
διαφορική εξίσωση για το R έχει παραληφθεί. Ως SIR, χρήζει της συµπλήρωσης της 
διαφορικής εξίσωσης: ௗோ
ௗ௧
ൌ ߛܫ. Ωστόσο, η διαφορική αυτή εξίσωση, καθορίζεται 
πλήρως από τα S και Ι, ενώ δεν καθορίζει τα πιο πάνω και συνεπώς η παράλειψή της 
δεν αλλάζει το µαθηµατικό αποτέλεσµα του µοντέλου. Ωστόσο, η χρήση της είναι 
ενδιαφέρουσα από την σκοπιά της άντλησης συµπερασµάτων, καθώς η οµάδα των R 
ατόµων, αλλά και πιθανές διαµερίσεις της, µπορούν να αποδώσουν σε µια επιδηµία 
χαρακτηρισµούς όπως επικίνδυνη ή ακίνδυνη για την επιβίωση του πληθυσµού, την 
αρτιµέλειά του και ούτω καθ’ εξής. 
Ουσιαστικά, αυτή η επίδραση έχει ληφθεί υπόψη στη δεύτερη εξίσωση και δεν 
αποτελεί απαραίτητη προϋπόθεση για τη διαµόρφωση ενός λειτουργικού µοντέλου 
(Hughes-Hallet et. al., 2002). 
Ξεκινώντας µια ποιοτική προσέγγιση του εν λόγω µοντέλου παρατηρούµε ότι 
προφανώς, εάν S = 0 σε κάποια δεδοµένη χρονική στιγµή, τότε το υπόδειγµα 
οδηγείται µε πιθανότητα ένα προς µία ελκυστική σταθερή λύση: (S, I, R) = (0, 0, Ν). 
Εάν Ι = 0, τότε καµία µεταβολή δεν θα επέλθει στα µεγέθη S και R. Οπότε, εάν 
θεωρήσουµε ότι Ι0 = 0, τότε το υπόδειγµα θα παραµείνει µε πιθανότητα 1 στο σηµείο 
όπου βρίσκεται τη χρονική στιγµή 0 και εποµένως υπάρχει µια ελκυστική σταθερή 
λύση: (S, I, R) = (S0, 0, R0). Στη συνέχεια θα αναφέροµαι σε περιπτώσεις όπου οι S, I 
λαµβάνουν αποκλειστικά θετικές τιµές. 
Σε µια προσπάθεια προσδιορισµού του πρόσηµου των πιο πάνω παραγώγων 
παρατηρείται ότι  ௗௌ
ௗ௧
൏ 0, σε οποιαδήποτε χρονική στιγµή. ∆εν ισχύει το ίδιο για την 
ௗூ
ௗ௧
 η οποία λαµβάνει θετικές τιµές αν και µόνο ισχύει ܵ ൐ ఊ
ఉ
 . Αυτό σηµαίνει ότι ο 
αριθµός των µολυσµατικών ατόµων βαίνει αυξανόµενος, µόνο εάν ισχύει η 
προηγούµενη συνθήκη για τους ευαίσθητους, αλλά εφόσον το S θα βαίνει µειούµενο 
σε όλες τις χρονικές περιόδους, τελικά, η συνθήκη θα πάψει να ισχύει έπειτα από 
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πεπερασµένο αριθµό περιόδων και το Ι, έπειτα από τη λήψη µιας µέγιστης τιµής (για  
ܵ ൌ ఊ
ఉ
 ) θα αρχίσει να βαίνει µειούµενο έως ότου µηδενιστεί. Αντίθετα, εάν εξ αρχής 
ισχύει ότι ܵ ൏ ఊ
ఉ
, τότε το Ι βαίνει καθ’ όλη την εξέλιξη του υποδείγµατος µειούµενο 
έως ότου µηδενιστεί, προτού εξαντλήσει το σύνολο των S. Στην ουσία η πρώτη 
περίπτωση αποτελεί ένα µοντέλο που εκφράζει µια επιδηµία, ενώ το δεύτερο 
περιγράφει µια µη επιδηµική κατάσταση, όπου η µόλυνση εξαλείφεται αφ’ εαυτής.      
Για να δοθεί µία κατανοητή παρουσίαση της λειτουργίας του εν λόγω υποδείγµατος, 
αξίζει να προσδιοριστεί ο βασικός ρυθµός αναπαραγωγής. Ας υποθέσουµε έναν ιό 
που δεν έχει ακόµη προσβάλει κανένα µέλος του πληθυσµού. Συνεπώς το σύνολο του 
πληθυσµού βρίσκεται στην κατηγορία των ευαίσθητων και κανείς δεν έχει µολυνθεί ή 
ανοσοποιηθεί (S(0) = N). Εάν κάτω από αυτές τις συνθήκες, µια µικρή οµάδα ατόµων 
µολυνθεί, αυτό θα έχει επίδραση στα υποσύνολα του πληθυσµού βασισµένη στο 




 (Earn, 2008) ή καλύτερα ܴ଴ ൌ
ఉௌబ
ఊ
 (Brauer, 2008) όπου:  
ܵ଴ ൌ ܰ െ ܫ଴
௶బൎ଴ሳልሰܵ଴ ൎ ܰ 
Η πιο ουσιώδης ιδιότητα του µεγέθους αυτού, όπως προκύπτει από τις προηγούµενες 
δυο παραγράφους, είναι πως καθορίζει την διατηρησιµότητα ή µη µιας επιδηµίας. Πιο 
συγκεκριµένα, είναι σαφές ότι οι δύο προσδιοριστικές εξισώσεις του SIR µοντέλου 
δεν είναι αύξουσες (συνεπώς ένα κρούσµα είναι αδύνατο να οδηγήσει σε επιδηµία), 
εάν δεν ισχύει η συνθήκη ܴ଴ ൐ 1. Σε αυτή την περίπτωση ο αριθµός των µολυσµένων 
και µολυσµατικών ατόµων (αργότερα θα αναπτυχθούν υποδείγµατα όπου οι 
µολυσµατικοί αποτελούν ένα υποσύνολο των µολυσµένων οργανισµών) I(t) δεν 
µπορεί να είναι αύξων και δεν απαιτείται ιδιαίτερη ανησυχία και πρόληψη. Μια 
εποικοδοµητική ανάλυση του βασικού ρυθµού αναπαραγωγής και των 
συµπερασµάτων µε τα οποία συσχετίζεται για τα επιδηµικά µοντέλα δίνεται από τον 
Watmough (2009).  
Ουσιαστικά, το φαινόµενο αυτό µπορεί να περιγραφεί µαθηµατικά ως µία οριακή 
τιµή (threshold) την οποία πρέπει να υπερβεί το R0 για να καταστεί το µοντέλο 
επιδηµικό. Με άλλα λόγια ένα ορισµένο ܴ଴ ൏ 1 συσχετίζεται (ceteris paribus) και µε 
ένα δεδοµένο άνω όριο µολύνσεων πριν την οριστική εξάλειψη της απειλής (όχι 
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ωστόσο και της ασθένειας). Έτσι, µπορούµε εύκολα να πούµε ότι η επίδραση ενός 
εµβολίου, µιας θεραπείας ή ενός µέτρου πρόληψης επί του βασικού ρυθµού 
αναπαραγωγής αποτελεί ένα καλό µέτρο για την αξιολόγησή τους. Στον Brauer 
(2008) γίνεται σχετική αναφορά σε σχετικές αξιολογήσεις εµβολίων κατά της 
µεταδοτικότητας ή της ευαισθησίας ατόµων έναντι του HIV. 
Ασφαλώς, θα είχε ενδιαφέρον µια απόπειρα επίλυσης των βασικών εξισώσεων του 
SIR υποδείγµατος. Μπορεί εύκολα να προκύψει ο λόγος: ௗூ
ௗௌ
ൌ െ1 ൅ ଵ
ோబௌ
 και κατά 





Είναι αυτή µια λύση που να µας παρέχει την πρόβλεψη που επιδιώκουµε; ∆υστυχώς 
όχι, διότι είναι εκφρασµένη σε όρους του S και όχι του χρόνου t. Εποµένως, αν και 
µπορούµε να έχουµε τις λύσεις του συστήµατος, για εναλλακτικά ܴ଴, εντούτοις, δεν 
µπορεί να προσδιοριστεί ο χρόνος µετάβασης µεταξύ των σηµείων των 
διαγραµµάτων φάσης. Κατά συνέπεια, ενώ είναι εµφανής η απλότητα για τον 
προσδιορισµό των I(S), θα χρειαστεί περαιτέρω προσπάθεια για να οδηγηθούµε στον 
προσδιορισµό µιας συνάρτησης της µορφής: I(t). 
Και ενώ ο προσδιορισµός µιας τέτοιας συνάρτησης είναι εξαιρετικά δύσκολος και 
συχνά απαιτεί την υπόθεση ιδιαίτερα αυστηρών περιορισµών, είναι ιδιαίτερα απλό να 
προσδιορίσουµε µια αριθµητική προσέγγιση της λύσης, µε τη µέθοδο του Euler, εάν 
υποτεθεί ένα βραχύ διάστηµα ∆t και θεωρήσουµε τη µεταβολή του πλήθους των 
ευαίσθητων σε αυτό το διάστηµα ως: ߂ܵ=S(t+∆t)-S(t). 
Έχοντας στηριχτεί στην πιο πάνω υπόθεση περί ∆t, καταλήγουµε σε µια έκφραση του 
SIR που µπορεί (αν τα ∆t και ∆S είναι αρκούντως µικρά) να δίνουν προσεγγιστικές 
λύσεις της µορφής I(t) και S(t), ως εξής: 
ܵሺݐ ൅ ߂ݐሻ ൌ ܵሺݐሻ െ ߚܵሺݐሻܫሺݐሻ߂ݐ 
ܫሺݐ ൅ ߂ݐሻ ൌ ܫሺݐሻ ൅ ߚܵሺݐሻܫሺݐሻ߂ݐ െ ߛܫሺݐሻ߂ݐ 
Με τη βοήθεια του Maxima, αναζητώ το σταθερό σηµείο ενός τέτοιου υποδείγµατος 
και διαπιστώνω ότι για διάφορες αρχικές τιµές (ασφαλώς στο 1ο τεταρτηµόριο) και 
µια πληθώρα εναλλακτικών β και γ, αυτό παρατηρείται στο I = 0 και κάποιο S 
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly






















ε I = 0 όπ
ίναι δυνατό
α του πληθυ









, όπου το R





θεί I = 0 γι
οίο να αποφ
 µπορεί να 













 0 µε αποτέ
υνση. 




 σε S = 0 
δεν είναι 
λεσµα να 
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
















































Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly































































τε και ο ρυ
ητους, το ε
ητο. 
 σαφής µε τ
ανωτέρω δι
 είναι οφθα















ει την εν 
 οποίο οι 
µόλυνσης 
θεση του 
ουµε n = 
ίναι ότι η 
ποκτήσει 
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly









































































/και γ σε 
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly






∆εδοµένων των συνθηκών του προηγούµενου SIR υποδείγµατος, στο παρόν µοντέλο 
έχουµε την προσθήκη µεταβλητών που αφορά τις γεννήσεις ανά µονάδα χρόνου (B) 
και των θανάτων µ ανά µέλος του πληθυσµού (Brauer, 2008 και Ma, 2009). Η 
προσθήκη των ως άνω, δίνει: 
݀ܵ
݀ݐ ൌ ܤ െ ߚܵܫ െ ߤܵ 
݀ܫ
݀ݐ ൌ ߚܵܫ െ ߛܫ െ ߤ߇ 
Ασφαλώς, εάν η επίδραση της µόλυνσης είναι ιδιαίτερα ισχυρότερη από το ρυθµό 
«ανανέωσης» του πληθυσµού, θα πρέπει να υποθέσουµε ότι οι γεννήσεις στη µονάδα 
του χρόνου είναι ίσες µε το σύνολο των θανάτων (υπό αυτές τις συνθήκες όσοι 
πεθαίνουν, άλλοι τόσοι γεννιούνται). Επίσης, οι θάνατοι αποτελούν ίσο ποσοστό (µ) 
είτε πρόκειται για µέλος της οµάδας S, είτε I, είτε R. Τέλος, αξίζει να σηµειωθεί ότι οι 
γεννήσεις εντάσσονται συνολικά στην κατηγορία των ευαίσθητων. Αυτό 
ενδεχοµένως να µην ισχύει σε όλες τις µολυσµατικές ασθένειες, όπως επί 
παραδείγµατι στον HIV, όπου υπάρχουν γεννήσεις που εντάσσονται στους 
ευαίσθητους και άλλες που εντάσσονται στους µολυσµατικούς (φορείς) (Wang, 
2009). Όπως και στον Brauer (2008), µπορούµε να πούµε πως οι επιδράσεις 
γεννήσεων και θανάτων είναι λιγότερο χρήσιµες σε επιδηµικά µοντέλα (π.χ. SARS), 
αλλά πιο ουσιώδεις όταν πρόκειται για ενδηµικές περιπτώσεις µολυσµατικών 
ασθενειών (π.χ. HIV ή µαλάρια). 
Πιο αναλυτικά, µπορούµε να γράψουµε ότι: 
ܤ ൌ ߤߋ 
െߤܵ െ ߤ߇ െ ߤܴ ൌ െߤሺܵ ൅ ܫ ൅ ܴሻ ൌ െߤܰ ൌ െܤ 
Πάνω σε αυτή την προσθήκη, θα ήταν άξια λόγου µια αναφορά στις δυνατότητες 
τροποποίησης του υποδείγµατος ανάλογα µε τις συνθήκες, ώστε αυτό να αποτελεί 
καλύτερη προσοµοίωση της εκάστοτε πραγµατικότητας. 
Institutional Repository - Library & Information Centre - University of Thessaly
12/02/2018 12:52:12 EET - 137.108.70.6
[22] 
 
Αφενός µεν, εάν η επίδραση των δηµογραφικών παραγόντων είναι αµελητέα, εφόσον 
ο αριθµός των περιόδων σύγκλισης της µόλυνσης στο σηµείο ισορροπίας είναι 
σχετικά µικρός και οι θάνατοι λόγω της µόλυνσης αποτελούν δυσανάλογα µεγάλο 
µέγεθος, οι ως άνω προσθήκες είναι ίσως µικρότερης σηµασίας.  
Αφετέρου, είναι εύλογο να υποθέσει κανείς ότι η οµάδα στην οποία ανήκει ένα άτοµο 
επιδρά στην πιθανότητα να πεθάνει σε κάθε περίοδο. Κάτω από αυτές οι συνθήκες, το 
ποσοστό των µελών της κάθε οµάδας που φεύγει από τη ζωή, ενδέχεται να µην είναι 
ίσο ή έστω και συγκρίσιµο. Συνεπώς, η παράγωγος του S, του I και του R, ως προς το 
χρόνο, µπορεί να έχουν διαφορετικές επιδράσεις που υπερβαίνουν τις δηµογραφικές. 
Με βάση την πιο πάνω υπόθεση θα έπρεπε να θεωρήσουµε διαφορετικό «µ» ως 
συντελεστή θανάτου για τις κατηγορίες S, I και R. Κάτι τέτοιο είναι πιθανό να 
οδηγήσει σε µειώσεις ή αυξήσεις του πληθυσµού κατά τη διάρκεια που έντονης 
έξαρσης της µόλυνσης (όταν το I είναι ιδιαίτερα µεγάλο) ή πριν και µετά τη µόλυνση 
αντίστοιχα. Ασφαλώς, µαθηµατικά είναι εφικτό και το αντίθετο, αλλά κάτι τέτοιο θα 
καθιστούσε τη µόλυνση έναν ευεργετικό για την επιβίωση παράγοντα, κάτι που 
µάλλον αποκλίνει από τα ως τώρα γνωστά. 
1.4Άλλα απλά επιδημικά μοντέλα 
 
Εξειδικεύοντας περισσότερο τις αναφορές µας στα επιδηµικά µοντέλα και πιο 
συγκεκριµένα στα διαµερισµατικά µοντέλα, µπορούν να παρουσιαστούν εύκολα οι 
βασικές περιπτώσεις επιδηµιών και ο τρόπος µαθηµατικής σχηµατοποίησής τους. Ως 
διαµερισµατικό µοντέλο θα θεωρούµε αυτό όπου τα µεγέθη που περιλαµβάνονται σε 
αυτό αποτελούν µία πλήρη διαµέριση του πληθυσµού αναφοράς (Ν).  
 
Αναλόγως των υποθέσεων που λαµβάνονται υπόψη γίνονται και οι κατάλληλες 
τροποποιήσεις στη διαµέριση του πληθυσµού, καθώς και στις σχέσεις που 
συσχετίζουν τα µεγέθη των επιµέρους υποσυνόλων. Συνοπτικά µπορούµε να δούµε 
ως κυρίαρχες κατηγορίες, γύρω από τις οποίες διαµορφώνονται οι εκάστοτε 
τροποποιήσεις, ώστε να επιτευχθεί µια καλύτερη προσέγγιση της πραγµατικότητας, 
τις εξής: 
α) Τα µοντέλα της µορφής SIR: πρόκειται για µοντέλα που υποθέτουν (όπως έχει 
περιγραφεί και παραπάνω) ότι µετά την µόλυνση ενός ευαίσθητου οργανισµού, 
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επέρχεται η ίαση και πλέον το στοιχείο αυτό εξαιρείται του συνόλου των ευαίσθητων. 
Στην ουσία, έχει ληφθεί ως υπόθεση µία µόλυνση που υπόκειται σε ανοσία όσων 
µελών του πληθυσµού έχουν µία φορά µολυνθεί και ιαθεί. Μπορούµε να πούµε ότι τα 
τρία επιµέρους υποσύνολα S, I, R επικοινωνούν µονοσήµαντα µεταξύ τους, όπως 
παρουσιάζεται στο παρακάτω σχήµα: 
 
Το συγκεκριµένο υπόδειγµα, έχει ήδη περιγραφεί εκτενώς παραπάνω. Χάριν της 
συγκρισιµότητας του µε τα υπόλοιπα, που θα αναφερθούν ακολούθως, θα 
επαναλάβουµε τη βασική σχέση που υποδηλώνει τη διαµέριση του SIR:  
 
ܰ ൌ ܵ ൅ ܫ ൅ ܴ 
 
β) Τα µοντέλα της µορφής SIS: πρόκειται για µοντέλα που υποθέτουν µία µόλυνση 
απέναντι στην οποία καµία ανοσία δεν αναπτύσσεται σε όσους έχουν στο παρελθόν 
βρεθεί στην κατηγορία των µολυσµατικών. Έτσι, άτοµα που εξέρχονται του συνόλου 
I δεν εξαιρούνται του συστήµατος, αλλά επιστρέφουν στο σύνολο των ευαίσθητων 
και κινδυνεύουν µε εκ νέου µόλυνση. Συνεπώς, δεν υφίσταται το σύνολο R 
(µπορούµε να υποθέσουµε ότι η σχέση ௗூ
ௗ௧
 αντί του γΙ έχει γS) και τα S και I 
επικοινωνούν µεταξύ τους µέσα από µια αµφίδροµη, κυκλική σχέση όπως 
παρουσιάζεται στο ακόλουθο σχήµα: 
 
Ευαίσθητοι Μολυσματικοί Εξαιρεθέντες
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Όπως γίνεται σαφές παραπάνω, και δεδοµένης της χρήσης της πλήρους διαµέρισης 
του πληθυσµού στο µοντέλο, ισχύει η σχέση:  
ܰ ൌ ܵ ൅ ܫ 
 
γ) Τα µοντέλα της µορφής SEIS: πρόκειται για ένα µοντέλο της µορφής SIS, µε την 
ιδιαιτερότητα ότι υπάρχει ένα επιπλέον υποσύνολο E (Exposed) που αφορά άτοµα 
που έχουν µολυνθεί, αλλά δεν έχουν ακόµη καταστεί µολυσµατικά. Έχει να κάνει µε 
µια εναλλακτική µορφή µόλυνσης που διακρίνει την τυπική I σε δύο επιµέρους 
οµάδες και χρησιµοποιείται, αν υπάρχει µια τέτοια µη µολυσµατική περίοδος, για 
άτοµα τα οποία έχουν εκτεθεί στον ιό. Στο υπόδειγµα του SARS υφίσταται η Ε, η 
οποία ενσωµατώνει όλα τα στοιχεία του πληθυσµού που έχουν εκτεθεί στον ιό αλλά 
ακόµη δεν έχουν διαγνωστεί ώστε να ενταχθούν στην Ι κατηγορία. Μια σχηµατική 
απεικόνιση είναι η εξής: 
 
Ευαίσθητοι Μολυσματικοί
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Και εδώ χρησιµοποιείται στο υπόδειγµα η πλήρης διαµέριση του πληθυσµού, η οποία 
όµως, αυτή τη φορά, είναι διαφορετική, λαµβάνοντας τη µορφή της πιο κάτω 
ταυτότητας: 
ܰ ൌ ܵ ൅ ߃ ൅ ܫ 
Επειδή, για πρώτη φορά εδώ, εισάγεται η µεταβλητή Ε και για να υπάρχει 
συγκρισιµότητα όλων των µεταβλητών στα υποδείγµατα που υπάρχουν στην εργασία, 
δηλώνεται ότι για αυτήν τη µεταβλητή ισχύουν όσα και για τις µεταβλητές S, I, R και 
ιδιαίτερα σηµειώνεται ότι αυτή είναι διακριτή ως προς το χρόνο και θεωρείται ότι: 
ܧ ൌ ܧሺݐሻ 
 
δ) Τα µοντέλα της µορφής SEIR: πρόκειται για ένα µοντέλο της µορφής SIR, µε την 
ιδιαιτερότητα ότι υπάρχει ένα επιπλέον υποσύνολο E (Exposed), που αφορά άτοµα 
που έχουν µολυνθεί, αλλά δεν έχουν ακόµη καταστεί µολυσµατικά. Έχει να κάνει µε 
µια εναλλακτική µορφή µόλυνσης που διακρίνει την τυπική I σε δύο επιµέρους 
οµάδες και χρησιµοποιείται αν υπάρχει µια τέτοια µη µολυσµατική περίοδος. Μια 
σχηµατική απεικόνιση είναι η εξής: 
Ευαίσθητοι
ΕκτεθειμένοιΜολυσματικοί
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∆ιακρίνοντας αυτή την περίπτωση από την αµέσως προηγούµενη αξίζει να δοθεί η 
ταυτότητα που εκφράζει την πλήρη διαµέριση του συνόλου του πληθυσµού η οποία  
έχει τη µορφή:   
ܰ ൌ ܵ ൅ ߃ ൅ ܫ ൅ ܴ 
ε) Τέλος, τα µοντέλα της µορφής SIRS. Πρόκειται για ένα µείγµα των τυπικών SIR 
και SIS, όπου αφενός µεν ισχύει η υπόθεση ύπαρξης ανοσίας, ωστόσο αυτή είναι 
προσωρινή και µετά από κάποιο διάστηµα παύει να υπάρχει και το άτοµο 
επανέρχεται στην κατηγορία των ευαίσθητων. Έτσι, πρόκειται για µια κυκλική 
διαδικασία, όπως η SIS, αλλά παρεµβάλλεται και µια περίοδος ανοσίας, κατά την 
οποία µέλη του πληθυσµού που έχουν υπάρξει µολυσµατικά και έχουν γιατρευτεί, 
έχουν προσωρινή ανοσία στην εκ νέου µόλυνση και εξαιρούνται από το υπόδειγµα 
(ως R) µέχρι η επίδραση της ανοσίας να εκλείψει για αυτά. Τότε, επανεντάσσονται 
στο σύστηµα ως ευαίσθητα (S) και ο κύκλος µπορεί να επαναληφθεί για αυτά. Η 
αντίστοιχη σχηµατική απεικόνιση είναι η εξής: 
 
 
Ευαίσθητοι Εκτεθειμένοι Μολυσματικοί Εξαιρεθέντες
Ευαίσθητοι
ΜολυσματικοίΕξαιρεθέντες
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Υποθέτοντας και εδώ την χρήση της πλήρους διαµέρισης του πληθυσµού µπορούµε 
να χρησιµοποιήσουµε την εξής ταυτότητα για να περιγράψουµε την κατηγοριοποίηση 
του πληθυσµού:  
ܰ ൌ ܵ ൅ ܫ ൅ ܴ 
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Αυτό το µοντέλο είναι ίσως το απλούστερο όλων, καθότι υποθέτει την επανάθεση 
των µελών που εξέρχονται της µολυσµατικής µερίδας του πληθυσµού και πάλι στην 
S. Έτσι, ο κύκλος των µολύνσεων και της επανάθεσης στην οµάδα των ευαίσθητων 
µπορεί να επαναλαµβάνεται συνεχώς. Ωστόσο, όπως φαίνεται εύκολα, εάν f < 1, τότε 
αν δεν υπάρχουν γεννήσεις και θάνατοι, ο πληθυσµός σταδιακά εξαφανίζεται. Σε µια 
µαθηµατικοποιηµένη έκφραση των παραπάνω: 
݀ܵ
݀ݐ ൌ െߚܵܫ ൅ ݂ߙܫ 
݀ܫ
݀ݐ ൌ ߚܵܫ െ ߙܫ 
݀ܰ
݀ݐ ൌ െ
ሺ1 െ ݂ሻܽܫ 
Η λύση του πιο πάνω µπορεί αφενός µεν να οδηγήσει σε µια ισορροπία χωρίς κανένα 
µολυσµατικό µέλος και µε το σύνολο του πληθυσµού στην οµάδα των ευαίσθητων, 
ενώ µια δεύτερη ισορροπία δίδεται για ܰ െ ܫ ൌ ఈ
ఉ
. Ενώ στην πρώτη περίπτωση 
φαίνεται µία ισορροπία χωρίς καµία επίδραση της ασθένειας, ενώ στη δεύτερη, η 
ασθένεια διατηρείται στον πληθυσµό σε µια σταθερή ισορροπία, κάτι που υπονοεί 
ενδηµική συµπεριφορά της ασθένειας. 
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Μέρος  Β’:  Τροποποιήσεις  και  εμπλουτισμός  των  πιο  πάνω 
απλών μοντέλων 
2.1 Διαμέριση του υποσυνόλου των R 
Εφόσον είναι σηµαντικό να γνωρίζουµε ποιο είναι το µέγεθος του πληθυσµού σε 
κάθε χρονική περίοδο, καθώς και τις συνέπειες που µια επιδηµία επιφέρει σε αυτό, 
αποτελεί αναγκαία προϋπόθεση η διάκριση µεταξύ των µελών του πληθυσµού που 
εξέρχονται του I υποσυνόλου επειδή έχουν ιαθεί, διαθέτοντας µια ανοσία απέναντι 
στην εκ νέου µόλυνσή τους και σε αυτούς οι οποίοι εξέρχονται λόγω θανάτου, 
εξαιτίας της ασθένειας.  
Μπορούµε να υποθέσουµε ότι ο ρυθµός ανάκαµψης (γ), που περιγράφουµε στο 
βασικό υπόδειγµα SIR στην ενότητα 1.3, µπορεί να επιµεριστεί σε ένα ποσοστό του γ, 
το f, ούτως ώστε ݂ߛ߇ να εξέρχονται από το σύνολο των Ι έχοντας ιαθεί και αποκτήσει 
ανοσία, ενώ οι υπόλοιποι (1-f)γΙ που εξέρχονται του Ι συνόλου θεωρείται πως 
πεθαίνουν λόγω της ασθένειας. Κατά συνέπεια, θα πρέπει να διορθώσουµε την 
εξίσωση που αφορά όσους ανέκαµψαν και εξαιρέθηκαν από το υπόδειγµα ως: 
ௗோ
ௗ௧
ൌ  െ݂ߛܫ και να προσθέσουµε µια ακόµη διαφορική εξίσωση η οποία είναι η: 
 ௗே
ௗ௧
ൌ  െሺ1 െ ݂ሻߛܫ 
Η ιδιαιτερότητα αυτού του υποδείγµατος είναι η δυνατότητα που δίνεται να εκτιµηθεί 
η φθίνουσα πορεία του πληθυσµού. Ασφαλώς εάν f = 0, δηλαδή κανένα µέλος του 
πληθυσµού δεν ανακάµπτει από τη µολυσµατική κατάσταση (και ασφαλώς γ ≠ 0), 
έχουµε ένα υπόδειγµα που (εάν R0 > 1) οδηγεί τον πληθυσµό σε εξάλειψη. Σε κάθε 
άλλη περίπτωση υπάρχουν (έστω και θεωρητικά) επιζήσαντες, οι οποίοι είτε δεν 
έχουν µολυνθεί, είτε έχουν µολυνθεί και στην πορεία ιαθεί, αποκτώντας µια ανοσία. 
Αντιθέτως, αν f = 1 ο συνολικός πληθυσµός παραµένει σταθερός και ίσος µε τον 
αρχικό, µε το ως άνω µοντέλο να εκφυλίζεται στο τυπικό SIR. 
Κάτω από αυτές τις συνθήκες, δεν θα ήταν παράλογο να υποθέσουµε ότι η 
παράµετρος β δεν αποτελεί µια σταθερά, αλλά µια µεταβλητή ως προς N, ούτως ώστε 
β = β(Ν). Αυτό βέβαια έχει σαν αποτέλεσµα και ο βασικός αριθµός αναπαραγωγής να 




. Αν όσο το t µεγαλώνει το Rt παραµένει ή καθίσταται µικρότερο 
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της µονάδας, τότε η επιδηµία εξαλείφεται. Μπορεί εύκολα να προκύψει το 
συµπέρασµα ότι εάν Rt > 1 τότε ο ρυθµός µεταβολής του ως προς το χρόνο είναι 
αρνητικός, οπότε µια επιδηµία που ξεκινά είναι βέβαιο ότι θα τελειώσει. Αντίθετα, 
εάν Rt < 1 δεν έχουµε καµία επιδηµία. Μια εποικοδοµητική ανάλυση των Rt και R0 
βλέπουµε στην εργασία του Watmough (2009). 
Τέλος, σε µοντέλα όπου ο πληθυσµός µπορεί να µειωθεί, εφόσον θεωρούνται εφικτοί 
θάνατοι εξαιτίας της ασθένειας, µπορούµε πολύ εύκολα να υπολογίσουµε τους 
θανάτους λόγω µιας επιδηµίας ως τη διαφορά Ν0 - Ν∞ = (1 - f) (N0 - S∞). Επίσης, 
µπορούν εύκολα να υπολογιστούν τα περιστατικά της ασθένειας που εκδηλώνονται 
κατά τη διάρκεια µιας επιδηµίας (εάν υπάρχει ένα µοντέλο της µορφής SIR και όχι 
SIS) ως Ν0 - S∞.  
2.2 Διαχείριση ενός μεταβλητού β 
Στην παραπάνω ενότητα, ανοίξαµε, µε έναν βιαστικό ίσως τρόπο, ένα πολύ 
ουσιαστικό ζήτηµα που συµβάλλει καθοριστικά στη γενίκευση των υποδειγµάτων µε 
τα οποία ασχολείται η παρούσα ενότητα. Πρόκειται για µια δυνατότητα επέκτασης 
των πιο πάνω υποδειγµάτων, που επιτυγχάνεται αν καταστήσουµε τις εξωγενείς 
παραµέτρους ως µεταβλητές. Ιδιαίτερα όσον αφορά το β, έχουν δοθεί αρκετές 
τεχνικές µε τις οποίες µπορεί κανείς να χειριστεί µια µεταβλητή β, καθώς όταν µία 
«παράµετρος» καθίσταται «µεταβλητή», θα πρέπει να καθίσταται σαφές ως προς τι 
είναι µεταβλητή και µε ποιο τρόπο. 
Μια χαρακτηριστική και εύλογη περίπτωση είναι να θεωρηθεί η β ως µεταβλητή ως 
προς το µέγεθος του πληθυσµού, µε τον τρόπο που περιγράφεται παραπάνω. Μία 
τέτοια τεχνική θα µπορούσε να καταστεί χρήσιµη όταν ο πληθυσµός µεταβάλλεται 
ουσιωδώς κατά τη διάρκεια της εξέλιξης της επιδηµίας. Έτσι, υποτίθεται ότι σε 
πολλές ασθένειες, ένα άτοµο µπορεί να µεταδώσει την ασθένεια σε µη δεδοµένο 
αριθµό ατόµων σε µια περίοδο. Αν υπάρχουν λίγα, σχετικά, άτοµα στον πληθυσµό, 
µία αύξησή του N θα οδηγούσε σε κάποιας µορφής αύξηση (σταθερής ή φθίνουσας 
µορφής). Ωστόσο, καθώς το N µεγαλώνει επέρχεται ενδεχοµένως ένα σηµείο 
κορεσµού ή ένα σηµείο φυσικής αδυναµίας περαιτέρω µεγέθυνσης του β και αυτό 
καθίσταται στατικό ως προς το N σε περαιτέρω αυξήσεις του. Η αντίστροφη 
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διαδικασία (και συνήθως αυτή χειριζόµαστε στην πραγµατικότητα) ακολουθείται για 
διαδοχικές µειώσεις του N ανά περίοδο. 
Ωστόσο, όπως θα αναλυθεί παρακάτω, ο πληθυσµός δεν είναι η µόνη µεταβλητή ως 
προς την οποία µπορεί να µεταβάλλεται το β. Μία άλλη χαρακτηριστική περίπτωση 
είναι η µεταβολή του β συν τω χρόνω. Πρόκειται επί της ουσίας για την µαθηµατική 
έκφραση της υπόθεσης ότι το πέρασµα του χρόνου δίνει τη δυνατότητα στον 
πληθυσµό να προετοιµαστεί πιο κατάλληλα για να αντιµετωπίσει την περαιτέρω 
µετάδοση µιας µολυσµατικής ασθένειας. Πιθανή βελτίωση του χρόνου διάγνωσης και 
αποµόνωσης, της ενηµέρωσης και πρόληψης των ξενιστών ή ακόµη και της λήψης 
και καλύτερης εφαρµογής µέτρων από τις αρµόδιες αρχές, καθιστούν εύλογη µια 
µειούµενη ως προς το χρόνο παράµετρο µεταδοτικότητας της µόλυνσης (Zhou et al., 
2004 και Riley et al., 2003). 
Όπως είναι σαφές, η εξέλιξη µιας επιδηµίας ή µιας πανδηµίας αλληλεπιδρά ισχυρά µε 
την οικονοµία σε τοπικό επίπεδο, σε επίπεδο χώρας ακόµη και παγκόσµια. Πιο 
αναλυτικά, η ετοιµότητα µε την οποία ένα σύστηµα υγείας διαχειρίζεται µια επιδηµία 
είναι συνδεδεµένη µε την οικονοµική κατάσταση του κράτους που το χρηµατοδοτεί, 
όπως αναφέρουν και οι Keegan et al. (2013). Πιο συγκεκριµένα, είναι πιθανό µια 
οικονοµία που αντιµετωπίζει ύφεση ή κρίση ελλειµµάτων να περικόπτει δαπάνες 
υγείας. (WHO, 2009). Έτσι, το β από το οποίο θα ξεκινά η εξάπλωση ίσως είναι πολύ 
υψηλό, ενώ και τα περιθώρια αντίδρασης για τη βελτίωση αυτών των συνθηκών, ίσως 
είναι πιο περιορισµένα σε συνθήκες κρίσης. 
Ωστόσο, η δαπάνη για υπηρεσίες υγείας, που οµολογουµένως αυξάνεται κατά τη 
διάρκεια διαχείρισης µιας επιδηµίας, συνεισφέρει θετικά στην ανάπτυξη µιας 
οικονοµίας. Παράλληλα, ωστόσο, µέτρα όπως η αποζηµίωση των θυµάτων της 
επιδηµίας και τυχόν προσωρινά επιδόµατα αναπηρίας προς αυτούς, µπορούν να 
καταστούν αιτίες εθελούσιας αποχής των εργαζοµένων από την απασχόληση για 
αρκετά µεγάλα χρονικά διαστήµατα.  (Darby & Melitz (2008). Οι τελευταίες 
επιδράσεις φαίνεται να διαφέρουν ανά χώρα και άρα η θετική ή αρνητική επίδραση 
µιας επιδηµίας στην οικονοµία µιας χώρας πρέπει να αξιολογείται αυστηρά κατά 
περίπτωση.  
Τέτοιες εφαρµογές θα αποτελέσουν αντικείµενο µελέτης σε επόµενες ενότητες, αν 
και η πλήρης κάλυψη όλων των δυνητικών περιπτώσεων ξεφεύγει των ορίων µιας 
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διπλωµατικής και γι’ αυτό γίνεται εκ των πραγµάτων κάποια επιλογή των πιο απλών 
και παράλληλα πολυχρησιµοποιηµένων περιπτώσεων. Ακόµη, και οι υπόλοιπες 
παράµετροι (γ, f και άλλες που θα περιγραφούν παρακάτω) θα µπορούσαν να 
αποτελέσουν µεταβλητές ως προς το χρόνο, τον πληθυσµό ή κάποια άλλη µεταβλητή, 
ενδεχοµένως. Μια τέτοια παρέµβαση και ο τρόπος που αυτή θα ενταχθεί στο µοντέλο 
συσχετίζεται ευθέως µε τη µολυσµατική ασθένεια που µελετάται σε κάθε περίπτωση 
και τον τρόπο µε τον οποίο την αντιλαµβανόµαστε. 
2.3 Διαχείριση της ύπαρξης ενός συνόλου Ε 
Τα βασικά µοντέλα SIR και SIS µπορούν να θεωρηθούν ως επαρκή για την 
µαθηµατική µοντελοποίηση της εξέλιξης µιας µολυσµατικής ασθένειας, ιδιαίτερα εάν 
προστεθούν τυχόν απαραίτητες τροποποιήσεις από όσες έχουν αναφερθεί παραπάνω. 
Ωστόσο, ορισµένες φορές η πληθυσµιακή οµάδα των I δεν είναι επαρκώς οµοιογενής, 
αλλά µε συστηµατικό τρόπο διακρίνεται σε δύο επιµέρους κατηγορίες. 
Στην πραγµατικότητα, φαίνεται ότι σε πολλές περιπτώσεις, κατά τη µετάβαση ενός 
ατόµου από την S στην I, παρεµβάλλεται µια σειρά χρονικών περιόδων κατά τις 
οποίες αυτό βρίσκεται σε µια άλλη κατάσταση, E (Exposed), που αφορά άτοµα που 
έχουν µολυνθεί (πιο σωστά έχουν εκτεθεί στον ιό), αλλά δεν έχουν ακόµη καταστεί 
µολυσµατικά. Έχει να κάνει µε µια εναλλακτική µορφή µόλυνσης που διακρίνει την 
τυπική I σε δύο επιµέρους οµάδες και χρησιµοποιείται αν υπάρχει µια τέτοια, 
αξιόλογα µεγάλη, µη µολυσµατική περίοδος, για άτοµα τα οποία έχουν εκτεθεί στον 
ιό. Έτσι προκύπτουν τα µοντέλα SEIR και SEIS. 
Έτσι, όπως εν συντοµία έχει αναφερθεί παραπάνω, o πληθυσµός N που περιγράφεται 
από ένα SEIR διαµερισµατικό διακριτό µοντέλο, διακρίνεται σε 4 επιµέρους οµάδες: 
S, E, I, R. Προσαρµόζοντας στο αρχικό υπόδειγµα τις έως τώρα προσθήκες (που 
χρησιµοποιούνται για χάρη της γενικότητας και οι οποίες µπορούν να 
χρησιµοποιούνται ή να παραλείπονται κατά περίπτωση) προκύπτει το εξής σύστηµα: 
݀ܵ
݀ݐ ൌ െߚܵܫ 
݀ܧ
݀ݐ ൌ ߚܵܫ െ ݇߃ 
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݀ݐ ൌ ߢ߃ െ ߛܫ 
ܴ݀
݀ݐ ൌ  െ݂ߛܫ 
݀ܰ
݀ݐ ൌ  െ
ሺ1 െ ݂ሻߛܫ 
Στο πιο πάνω υπόδειγµα η πιο χαρακτηριστική αλλαγή είναι η προσθήκη µιας νέας 
µεταβλητής (και µιας νέας διαφορικής εξίσωσης), της Ε. Μαθηµατικά, πρόκειται για 
µία µεταβατική κατάσταση, η οποία παρεµβάλλεται µεταξύ των S και Ι. 
Η υπόθεση που πραγµατοποιείται είναι ότι οι µολύνσεις ευαίσθητων ατόµων ανά 
περίοδο προσδιορίζονται µε τον ίδιο τρόπο. Ωστόσο, δεν συσσωρεύονται εξαρχής στο 
I διαµέρισµα του πληθυσµού, αλλά στο E. Από αυτό, ένα ποσοστό k καθίσταται 
µολυσµατικό, ενώ κανένα δεν πεθαίνει λόγω της ασθένειας σε αυτό το στάδιο, ούτε 
είναι πιθανό να ιαθεί. Οι ακόλουθες µεταβάσεις από την οµάδα Ι στο R ή στους 
νεκρούς λόγω της ασθένειας διατηρούνται ως έχουν. 
Οι υποθέσεις αυτές δεν είναι δεσµευτικές, αλλά τυχόν άρση αυτών θα οδηγούσε σε 
τροποποιήσεις των διαφορικών εξισώσεων, εν µέρει ή εκτεταµένα. Ακόµη, είναι 
ουσιώδες να αναφερθεί ότι δεν διαφαίνεται κανένας λόγος να υποτεθεί ότι και η 
παράµετρος k δεν ενδέχεται να καταστεί µεταβλητή, αν συντρέχουν οι σχετικές 
προϋποθέσεις και κάτι τέτοιο υποδεικνύεται από τα δεδοµένα. 
Η ύπαρξη του µεγέθους Ε αναµφίβολα καθυστερεί την εξέλιξη του υποδείγµατος και 
διαµορφώνει νέες συνθήκες που το καθιστούν ως µοντέλο επιδηµίας ή µη. 
Εν τέλει, κατ’ αναλογία µε τα προηγούµενα µοντέλα, τα σύνολα E και I είναι βέβαιο 
ότι θα µηδενιστούν στο σηµείο ισορροπίας του συστήµατος. Ωστόσο, αν κάτι τέτοιο 
συµβεί πριν µηδενιστεί το σύνολο S η µόλυνση θα αφήσει ανέπαφο τµήµα του 
πληθυσµού. Εάν αντιθέτως πρώτα µηδενιστεί το S και έπειτα τα E και I, η επιδηµία 
θα έχει πλήξει το σύνολο του πληθυσµού S ο οποίος πλέον θα εντάσσεται σε ένα 
µόνο σύνολο R (= N). 
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Όταν εξετάζουµε µολυσµατικές ασθένειες που έχουν θέσει την ανθρώπινη υγεία σε 
κίνδυνο κατά το παρελθόν µε την επιδηµική ή πανδηµική συµπεριφορά τους, 
µπορούµε να διακρίνουµε τρεις περιπτώσεις. 
Αρχικά, δεν είναι λίγες οι περιπτώσεις (κυρίως σε – όχι και τόσο - παλαιότερους 
καιρούς), που οι ασθένειες αφέθηκαν να κάνουν τον κύκλο τους και έπειτα ο 
πληθυσµός απέκτησε µια σχετική ανοσία (ενώ ένα άλλο τµήµα του πέθανε), µε 
αποτέλεσµα η εξάπλωση τους να διακοπεί. Μια δεύτερη περίπτωση, είναι οι 
µολυσµατικές ασθένειες που πλέον αντιµετωπίζονται προληπτικά µε εµβολιασµό, 
ώστε η ανοσία να επέρχεται στον πληθυσµό χωρίς να χρειάζεται τα στοιχεία του να 
διέλθουν του µολυσµατικού σταδίου και να κινδυνέψουν. Τέλος, µπορούµε να 
διακρίνουµε και µία ακόµη κατηγορία µολυσµατικών ασθενειών οι οποίες 
αντιµετωπίζονται µε εκ των υστέρων θεραπεία των νοσούντων. 
Σε αυτή την ενότητα θα ασχοληθούµε εκτενέστερα µε τις τελευταίες δύο µορφές 
αντιµετώπισης, που σε µαθηµατικούς όρους υποκρύπτουν µια ανθρώπινη προσπάθεια 
να περιοριστεί το R0, σε µια προφανή προσπάθεια να καταστεί µικρότερο της 
µονάδας, ούτως ώστε να µη λάβει η επέκταση της µόλυνσης τη µορφή επιδηµίας και 
να εκλείψει µόνη της πριν την πλήρη εξάπλωσή της στο σύνολο του πληθυσµού. 
Στην περίπτωση του a priori εµβολιασµού ενός τµήµατος του πληθυσµού και 
κάνοντας την απλή υπόθεση της πλήρους και µόνιµης ανοσίας αυτού, η διαµόρφωση 
ενός ανάλογου υποδείγµατος είναι εξαιρετικά απλή. Ουσιαστικά, τα µέλη του 
πληθυσµού N τα οποία έχουν εµβολιαστεί εξαιρούνται αυτόµατα των ευαίσθητων (S) 
και εισέρχονται σε µια νέα οµάδα (έστω V: vaccinated) ή (αν δεν ενδιαφέρει η 
διάκριση) εντάσσονται απευθείας στο R. Έτσι, η µόλυνση εξαπλώνεται µόνο µεταξύ 
των µη εµβολιασµένων µελών του πληθυσµού. Ασφαλώς, αν υπάρχει κάποια 
πιθανότητα µόλυνσης των εµβολιασµένων ατόµων, η παράγωγος των µολυσµένων (ή 
των ευαίσθητων) πρέπει να προσαυξάνεται προς αυτό το µέγεθος, ωστόσο µια τέτοια 
δοµή δεν συνδέεται µε το SARS που εξετάζουµε και γι’ αυτό δε θα επεκταθούµε 
περαιτέρω σε αυτή την κατεύθυνση. 
Όταν όµως έχουµε την ex post ανάληψη δράσης για τη θεραπεία ενός µολυσµένου 
ατόµου, το µοντέλο τροποποιείται ουσιαστικότερα από τον απλό περιορισµό του 
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πληθυσµού ενδιαφέροντος. ∆ιαµορφώνεται ένα τελείως νέο διαµέρισµα, το T 
(treated). Τα άτοµα που µολύνονται (Ι) έχουν σε κάθε περίοδο µια πιθανότητα α να 
επιλεγούν για θεραπεία, η οποία έχει ως αποτέλεσµα τη µείωση της µεταδοτικότητάς 
τους προς τα ευαίσθητα µέλη του πληθυσµού σε ποσοστό δ του β. Επίσης, µια τέτοια 
θεραπεία επιδρά στο ρυθµό µε τον οποίο τα άτοµα εξέρχονται της µολυσµατικής 
κατάστασης (η αντί γ). Ακόµη, αντί για f ποσοστό των στοιχείων του Τ ένα fT 
(προφανώς µικρότερο του f) ποσοστό τους. 
Έτσι το τυπικό SIR µεταβάλλεται σε ένα SITR υπόδειγµα µε την πλήρη διαµέριση 
του πληθυσµού να δίδεται από την ταυτότητα: N = S + I + T + R. Το αντίστοιχο 
διάγραµµα ροής παρατίθεται στη συνέχεια: 
 
Έτσι, µπορούµε να µοντελοποιήσουµε ως εξής: 
݀ܵ
݀ݐ ൌ െߚܵሺܫ ൅ ߜܶሻ 
݀ܫ
݀ݐ ൌ ߚܵ
ሺܫ ൅ ߜܶሻ െ ሺߛ ൅ ߙሻܫ 
݀ߒ
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Σε αυτό το υπόδειγµα ο υπολογισµός του βασικού αριθµού αναπαραγωγής είναι 
ελαφρώς πιο πολύπλοκος από το βασικό SIR υπόδειγµα. Η αιτία αυτής της δυσκολίας 
έγκειται στην πιθανότητα µετάβασης από το υποσύνολο I στο R άµεσα είτε µέσω του 
T. 
Όπως και στο τυπικό SIR ένα µολυσµατικό άτοµο επιδρά στο σύνολο των 
ευαίσθητων ατόµων µολύνοντας βS ανά περίοδο. Αν και εδώ υποθέσουµε ότι αρχικά 
σχεδόν όλος ο πληθυσµός είναι ευαίσθητος και µόλις ένα στοιχείο (αµελητέα 
ποσότητα) είναι στην κατηγορία των µολυσµατικών, στην πρώτη περίοδο αυτό το 
άτοµο θα µόλυνε και πάλι βS0. Ο µέσος χρόνος παραµονής στο διαµέρισµα Ι είναι: 
ଵ
ఊାఈ
, ενώ ένα ποσοστό ఈ
ఊାఈ
 εξ αυτών υπόκεινται σε θεραπεία. Αυτοί οι τελευταίοι θα 
παραµείνουν κατά µέσο όρο στην οµάδα T για χρόνο ଵ
ఎ
, ενώ θα µολύνουν δβS άτοµα 
ανά χρονική περίοδο. Έτσι, ο βασικός ρυθµός αναπαραγωγής εδώ θα έχει δύο όρους: 
ܴ଴ ൌ
ߚܵ଴





Εδώ βέβαια, υπάρχουν µεγέθη που προσδιορίζουν το µέγεθος του R0, τα οποία 
προσδιορίζονται από ανθρώπινους παράγοντες, όπως η αποτελεσµατικότητα της 
θεραπείας (δ, η). Μια διαφορετική θεραπεία, λόγω κάποιας ιατρικής ή φαρµακευτικής 
προόδου είναι δυνατό να επιφέρει αλλαγές σε αυτούς τους παράγοντες και να 
µετατρέψει µια επιδηµία σε αυτοπεριοριζόµενη µόλυνση. Ακόµη, το τελικό µέγεθος 
του S θα προσδιοριστεί από αυτό το διαθέσιµο για µεταβολές από επιδράσεις του 




Η πραγµατική εµπειρία έχει αποδείξει ότι πολλές φορές, καµία γνωστή θεραπεία δεν 
είναι εφικτό να µπει εµπόδιο στην επιδηµική εξάπλωση µιας µόλυνσης. Κάτι τέτοιο 
µπορεί πολλές φορές να προκαλέσει ανεξέλεγκτο αριθµό θανάτων, ακόµη και να 
θέσει σε κίνδυνο την ίδια την ύπαρξη του ανθρώπινου είδους. Έτσι, ως έσχατο µέτρο 
πρόληψης της περαιτέρω εξάπλωσης µιας µόλυνσης και διάσωσης του ανθρώπινου 
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πληθυσµού έχει πολλές φορές ιστορικά χρησιµοποιηθεί η καραντίνα (Nuno et al., 
2008). Ένα πρόσφατο παράδειγµα µόλυνσης που επεκτάθηκε σε παγκόσµια κλίµακα 
και απαίτησε την ενεργοποίηση της καραντίνας για τα µολυσµατικά άτοµα ήταν ο 
SARS, που µας απασχολεί ιδιαίτερα και σε αυτή την εργασία. 
Πριν εξετάσουµε τη «διοικητική» αποµόνωση των µολυσµένων (πιο ειδικά των 
διαγνωσµένων) ατόµων από τα υπόλοιπα µέλη του πληθυσµού προς αποφυγή 
περαιτέρω µετάδοσης του ιού, αξίζει να δούµε σχεδόν αυτόµατους µηχανισµούς 
«άµυνας» απέναντι στη µόλυνση που αναπτύσσουν τα υγιή (ή καλύτερη µη 
διαγνωσµένα) µέλη του πληθυσµού. 
Αρχικά, οι δυσοίωνες προβλέψεις ενός υποδείγµατος που θεωρεί ότι τα πρώτα 
θύµατα θα µεταδίδουν την ασθένεια σε β άτοµα ανά µονάδα του χρόνου είναι 
ελαφρώς παρωχηµένη. Στην πραγµατικότητα, αυτά τα πρώτα λίγα άτοµα δεν είναι 
επαρκή για να θεωρηθεί ότι η συµπεριφορά αυτών και του περιβάλλοντός τους 
υπόκεινται σε µια κανονικότητα. Όπως σε όλα τα µικρά δείγµατα, η χρήση του 
πληθυσµιακού µέσου ως εκτίµηση του δειγµατικού µπορεί να αποδειχθεί 
τουλάχιστον αµφίβολης αξιοπιστίας (Κιόχος & Χαρίσης, 1997). 
Ένα άλλο φαινόµενο που παρατηρείται συχνά, είναι µια τάση των «ευαίσθητων» 
µελών του πληθυσµού (µε την έννοια που αυτοί έχουν εισαχθεί στο υπόδειγµα) να 
αλλάζουν συµπεριφορά, όταν τους γνωστοποιηθεί ο κίνδυνος που διατρέχουν να 
µολυνθούν, σε τρόπο ώστε να µειώνεται η πιθανότητα να εκτεθούν και να 
µολυνθούν. Συχνές συµπεριφορές είναι η κατά το δυνατόν µείωση της άσκοπης 
έκθεσης στο ευρύ κοινό, βελτιώσεις στην ατοµική υγιεινή και άλλες τεχνικές. Βέβαια, 
τέτοιες µεταβολές, συχνά οδηγούν σε αρκετά οικονοµικά, ακόµη και κοινωνικά 
κόστη, που δεν είναι ωστόσο συγκρίσιµα µε το θετικό αποτέλεσµα της διάσωσης 
ανθρώπινων ζωών. 
Συχνά λαµβάνονται µέτρα εµβολιασµού των πιο επίφοβων για µόλυνση οµάδων (αν 
κάτι τέτοιο είναι εφικτό). Ουσιαστικά, επιχειρείται η διάσπαση του συνόλου των 
ευαίσθητων σε επιµέρους υποσύνολα, για τα οποία υπάρχει σαφής και ουσιώδης 
διαφοροποίηση των παραµέτρων που προσδιορίζουν τις χρονικές παραγώγους τους. 
Έτσι, εµβολιάζοντας τις «πιο ευαίσθητες» από τις «ευαίσθητες» οµάδες, 
επιτυγχάνεται µια αποτελεσµατικότερη αντιµετώπιση του ρυθµού επέκτασης της 
µόλυνσης και πιθανόν περιορίζεται η χρονική και πληθυσµιακή έκταση της 
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επικείµενης επιδηµίας. Ως πιο ευαίσθητοι συχνά χαρακτηρίζονται το ιατρικό και 
νοσηλευτικό προσωπικό, που αναλαµβάνει τη θεραπεία των µολυσµατικών µελών 
του πληθυσµού, άτοµα που ήρθαν σε επαφή ή βρίσκονται κοντά σε όσους τώρα 
νοσούν και άλλοι, αναλόγως των ειδικών περιστάσεων που σχετίζονται µε την 
εκάστοτε µόλυνση. 
Ένα άλλο ιδιαίτερα σύνηθες µέτρο, είναι η εισαγωγή σε νοσοκοµείο των ασθενών 
που διαγιγνώσκονται µε τη µεταδοτική µόλυνση, ώστε να τους παρέχεται παράλληλα 
θεραπεία, αλλά να παραµένουν και αποµονωµένοι από το ευαίσθητο κοινό και να 
αποφεύγονται περαιτέρω µολύνσεις και νέα κρούσµατα. Πολλές φορές, επιδιώκεται 
να βρεθούν και τα άτοµα µε τα οποία οι µολυσµατικοί έχουν έρθει σε επαφή. Αυτά 
δεν τίθενται σε καραντίνα, αφού δεν νοσούν αποδεδειγµένα, ωστόσο, τους συνίσταται 
κάποια µορφή αποµόνωσης, όπως η αποφυγή των συνωστισµένων σηµείων και η 
κατά το δυνατόν παραµονή τους στο σπίτι. Σε άλλες περιπτώσεις, τα άτοµα αυτά 
απλώς καταγράφονται και παρακολουθούνται τακτικά, ώστε αν και όταν καταστούν 
µολυσµατικά, να τους παρασχεθεί θεραπεία και να αποµονωθούν ή να τεθούν σε 
καραντίνα, εάν παραστεί ανάγκη. 
Η µοντελοποίηση, όµως, γίνεται εξαιρετικά δύσκολη και είναι πιθανότερο να 
αποτύχει στην περίπτωση που ένα άτοµο που εκτίθεται στην ασθένεια (exposed), 
καθίσταται µολυσµατικό πριν να εµφανίσει τα πρώτα συµπτώµατα ώστε να µπορεί να 
διακριθεί και να ληφθούν τα προβλεπόµενα µέτρα. Σε αυτές τις περιπτώσεις θα 
πρέπει στο υπόδειγµα να προστεθεί µια ροή µολύνσεων που δεν οφείλεται σε επαφές 
µελών του συνόλου του S µε µέλη του συνόλου των I, αλλά µε µέλη του συνόλου των 
E. 
Τέλος, η αποµόνωση ή η καραντίνα δεν είναι πάντοτε το τέλειο µέτρο. Είναι πιθανό ο 
κίνδυνος να παραµένει και τα µέτρα προστασίας να φανούν ανεπαρκή. Στην ιδιαίτερη 
περίπτωση του SARS ακόµη και η εισαγωγή σε νοσοκοµείο δεν µπορούσε να 
παράσχει την απαραίτητη προστασία, µε πολύ συχνή µετάδοση της µόλυνσης εντός 
των νοσοκοµείων. Κυρίως, τέτοια φαινόµενα παρατηρούνται µε µετάδοση από τους 
ασθενείς στους εργαζόµενους στις µονάδες υγείας ή στους επισκέπτες αυτών. 
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Οι πιο πάνω ιδιαιτερότητες, που ξεκίνησαν να µελετώνται από το SARS και να 
εισάγονται στα µοντέλα επιδηµιών, είναι εφαρµόσιµες σε όλες τις περιπτώσεις, εάν η 
χρήση τους φαίνεται να είναι κατάλληλη και να βελτιώνει την προσαρµοστικότητα 
του µοντέλου. 
Αρχικά, κάτω από τις συνήθεις συνθήκες της εκδήλωσης µιας νέας µολυσµατικής 
ασθένειας, κανένα εµβόλιο δεν είναι εκ των προτέρων γνωστό και καµία οµάδα του 
πληθυσµού δεν είναι εµβολιασµένη και δεν διαθέτει ανοσία στην συγκεκριµένη 
µόλυνση. Προφανώς, και η θεραπεία (αν βρεθεί), θα αργήσει να δοκιµαστεί, να 
αποδειχθεί επιτυχής και να τεθεί σε εφαρµογή. 
Συνεπώς, οι µόνες µέθοδοι που φαντάζουν ως εφικτές από το ιατρικό και όχι µόνο 
προσωπικό για την αντιµετώπιση της έξαρσης µιας µολυσµατικής επιδηµίας είναι η 
αποµόνωση και η καραντίνα όσων ατόµων κρίνονται ως µολυσµατικοί. Τα 
συγκεκριµένα (έκτακτα) µέτρα έχουν συχνά αποτελέσει αντικείµενο πολιτικής, 
κοινωνιολογικής, ψυχολογικής ακόµη και ιατρικής διαµάχης, λόγω της ανάγκης να 
αποµονωθούν (και) κοινωνικά, µέλη της κοινωνίας που απλώς νοσούν από κάποια 
επικίνδυνη µολυσµατική ασθένεια (ασφαλώς προς όφελος του κοινού καλού) 
(Cappon et al., 1991). 
Όταν οι αρχές και το ιατρικό προσωπικό επιλαµβάνονται τέτοιων τεχνικών, η 
µοντελοποίηση υφίσταται ουσιαστικές τροποποιήσεις από οποιοδήποτε από τα 
προηγούµενα µοντέλα έχουν αναλυθεί, καθώς καθίσταται αναγκαία η προσθήκη δύο 
εντελώς νέων διαµερισµάτων στην πλήρη διαµέριση του πληθυσµού: 
αυτό των ατόµων που έχουν τεθεί σε καραντίνα (Q – Quarantined)) και 
αυτό των ατόµων που έχουν αποµονωθεί κατ’ οίκον (J - Isolated). 
Πρόκειται, λοιπόν, για ένα SEQIJR µοντέλο, το οποίο είναι προφανώς πιο πολύπλοκο 
από όλα τα µέχρι στιγµής παρατεθειµένα µοντέλα. Στην πραγµατικότητα, ωστόσο, 
δεν είναι τίποτα παραπάνω από µια διεύρυνση του SEIR µοντέλου, όπως αυτό έχει 
περιγραφεί σε προηγούµενη ενότητα. Όπως γίνεται εύκολα αντιληπτό, η ταυτότητα 
που εκφράζει την πλήρη διαµέριση του πληθυσµού σε υποσύνολα, ως προς την 
κατάσταση των µελών σχετικά µε τη µόλυνση, είναι η: ߋ ൌ ܵ ൅ ܧ ൅ ܳ ൅ ܫ ൅ ܬ ൅ ܴ. 
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Ας δούµε, όµως, αναλυτικά τις υποθέσεις επί των οποίων χτίζεται αυτό το υπόδειγµα 
SEQIJR. 
Αρχικά, πέραν της γνωστής υπόθεσης της µολυσµατικής συµπεριφοράς των µελών 
της I οµάδας ατόµων, υποθέτουµε ότι και άλλες οµάδες του πληθυσµού 
παρουσιάζουν µολυσµατική συµπεριφορά. Είναι εύλογο να υποθέσει κανείς ότι τα 
πιο έντονα µολυσµατικά άτοµα θα είναι αυτά που εντάσσονται στην I οµάδα. 
Συνεπώς µαθηµατικά είναι φυσικό να εκφράσουµε το ρυθµό µετάδοσης της µόλυνσης 
από τα στοιχεία των άλλων συνόλων προς στοιχεία του S στη µονάδα του χρόνου, ως 
ποσοστά αυτού του βασικού ρυθµού µετάδοσης. 
Έτσι, τα στοιχεία του συνόλου E είναι µολυσµατικά σε ποσοστό 0 ൑ ߝா ൑ 1 των 
στοιχείων του συνόλου I. Έτσι, αν δεν υπάρξει κάποια άλλη παρέµβαση (όπως 
αποµόνωση) τα µέλη της E οµάδας θα είναι µολυσµατικά σε βαθµό ߝாߚ. Αν, όµως 
ένα εκτεθειµένο µέλος (Ε) είναι πιθανό να τεθεί σε καραντίνα µε πιθανότητα ߛଵ ανά 
χρονική περίοδο, τότε δηµιουργείται µια νέα τάξη Q ατόµων που έχουν 
µεταδοτικότητα σε ποσοστό 0 ൑ ߝொ ൑ 1 των εκτεθειµένων. Άρα η µεταδοτικότητά 
τους στη µονάδα του χρόνου είναι: ߝொߝ௲ߚ. 
Ως παράπλευρη συνέπεια αυτής της πρακτικής είναι να τίθενται σε καραντίνα και 
άτοµα που ανήκουν στην οµάδα των S, µια κατάσταση την οποία αγνοούµε. Αυτή η 
προσέγγιση σηµαίνει ότι το υπόδειγµα υποθέτει σχετικά περισσότερες µολυσµατικές 
επαφές των ευαίσθητων ατόµων. Θεωρείται πως η διαφορά αυτή είναι αµελητέας 
σηµασίας. 
Επιπρόσθετα, είναι πιθανό να µεταδοθεί η ασθένεια στα ευαίσθητα µέλη ακόµη και 
µε τα αποµονωµένα. Ασφαλώς, και αυτά θα έχουν ένα µειωµένο ρυθµό µετάδοσης 
της ασθένειας, αναλογικό των µολυσµατικών, και µπορούµε να τον εκφράσουµε ως 
ένα ποσοστό 0 ൑ ߝ௃ ൑ 1 του β. Έτσι, προκύπτει ότι τα αποµονωµένα µέλη του 
πληθυσµού µεταδίδουν την ασθένεια σε ߝ௃ߚ άτοµα ανά περίοδο. 
Οι αποµονωµένοι προκύπτουν αφενός µεν από τη διάγνωση των µολυσµατικών 
µελών της κοινωνίας και τη µεταφορά τους σε αυτή την κατηγορία µε ρυθµό ߛଶ ανά 
µονάδα χρόνου ανά µολυσµατικό άτοµο. Επιπρόσθετα, ένα ποσοστό ߢଶ των ατόµων 
που εντάσσονται στο σύνολο Q, αναπτύσσουν συµπτώµατα και οδηγούνται άµεσα σε 
αποµόνωση (J). 
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Τέλος, όπως και στα απλά SIR υποδείγµατα έτσι και σε αυτή την περίπτωση, τα 
µολυσµατικά άτοµα και οι αποµονωµένοι ανακάµπτουν µε διαφορετικό ρυθµό. Όσον 
αφορά τα µέλη των I, εξέρχονται από αυτήν ߙଵܫ άτοµα ανά περίοδο, από τα οποία 
µόνο ଵ݂ܽଵܫ ανακάµπτουν και εντάσσονται στην τάξη R, ενώ τα υπόλοιπα ሺ1 െ ଵ݂ሻܽଵܫ 
πεθαίνουν, περιορίζοντας έτσι το συνολικό πληθυσµό N. Ακόµη, εφόσον εδώ υπάρχει 
και η επιπρόσθετη J οµάδα αποµονωµένων µολυσµατικών ατόµων, και αυτοί 
εξέρχονται του συνόλου τους µε ρυθµό ߙଶ ανά χρονική περίοδο. Από αυτούς ένα 
ποσοστό ଶ݂ κατορθώνει να ιαθεί και να ενταχθεί στο σύνολο R, ενώ οι υπόλοιποι 
ଶ݂ܽଶܬ εξέρχονται έχοντας χάσει τη ζωή τους, δηµιουργώντας µία αρνητική µεταβολή 
για το συνολικό πληθυσµό N. 
Έχοντας δώσει µια πολύ αναλυτική λεκτική περιγραφή των υποθέσεων που διέπουν 
τη λειτουργία του µοντέλου SEQIJR, µε ιδιαίτερη λεπτοµέρεια, αφού αυτό είναι και 
το µοντέλο που θα χρησιµοποιήσουµε για το SARS, αξίζει να παρουσιάσουµε και τη 
µαθηµατικοποιηµένη µορφή του, ώστε να συνοψισθούν τα παραπάνω και να 
καταστεί εφικτός ο έλεγχος της προσαρµοστικότητας τους στα πραγµατικά δεδοµένα. 
Έτσι, το µοντέλο προσδιορίζεται από το παρακάτω σύστηµα διαφορικών εξισώσεων: 
݀ܵ
݀ݐ ൌ െߚܵሾߝ௲൫߃ ൅ ߝொܳ൯ ൅ ܫ ൅ ߝ௃ܬሿ 
݀ܧ
݀ݐ ൌ ߚܵሾߝ௲൫߃ ൅ ߝொܳ൯ ൅ ܫ ൅ ߝ௃ܬሿ െ ሺߢଵ ൅ ߛଵሻ߃ 
݀ܳ
݀ݐ ൌ ߛଵ߃ െ ߢଶܳ 
݀ܫ
݀ݐ ൌ ߢଵ߃ െ ሺߙଵ ൅ ߛଶሻܫ 
݀ܬ
݀ݐ ൌ ߢଶܳ ൅ ߛଶܫ െ ܽଶܬ 
ܴ݀
݀ݐ ൌ   ଵ݂ܽଵܫ ൅ ଶ݂ܽଶܬ 
ௗே
ௗ௧
ൌ  െሺ1 െ ଵ݂ሻܽଵܫ െ ሺ1 െ ଶ݂ሻܽଶܬ. 
Πόσο απέχει το µοντέλο αυτό από το SEIR; Απέχει όσον αφορά τα µέτρα ελέγχου 
που λαµβάνονται ώστε να µετριαστεί η εξάπλωση της µόλυνσης. Συνοπτικά, θα 
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µπορούσαµε να πούµε ότι ένα SEIR υπόδειγµα είναι µια ειδική περίπτωση του 
SEQIJR. Πιο ειδικά, πρέπει να δεχτούµε ότι στο SEIR λαµβάνει εξ υποθέσεως ότι: 
ߛଵ ൌ ߛଶ ൌ ߢଶ ൌ ߙଶ ൌ ଶ݂ ൌ 0 ߢߙߡ ܳ ൌ ܬ ൌ 0 
Σε αυτό το υπόδειγµα, δεν έχει νόηµα να ορίσουµε τον βασικό αριθµό 
αναπαραγωγής, αλλά ορίζουµε τον ελεγχόµενο αριθµό αναπαραγωγής ܴ௖. Αυτός 
περιγράφεται ως ο αριθµός των δευτερογενών µολύνσεων που προκαλούνται από ένα 
µοναδικό µολυσµατικό άτοµο σε έναν πληθυσµό που σχεδόν πλήρως αποτελείται από 
ευαίσθητους οργανισµούς (ܵ ൎ ܰሻ, ενώ όµως έχουν τεθεί σε ισχύ τα µέτρα ελέγχου. 
Η διαφορά αυτού του µέτρου µε το βασικό αριθµό αναπαραγωγής είναι ότι δεν 
αναφέρεται στο ξέσπασµα µιας επιδηµίας αλλά στη στιγµή που για πρώτη φορά 
αναγνωρίζουµε την ύπαρξή της (και εφαρµόζουµε µέτρα για τη διαχείρισή της). 
Επιπρόσθετα, µπορούµε να ορίσουµε έναν χρονο-εξαρτώµενο αποτελεσµατικό 
αριθµό αναπαραγωγής ܴכ. Αυτός ο αριθµός συνεχίζει να προσοµοιώνει τον αριθµό 
των δευτερογενών µολύνσεων κάτω από συνθήκες µέτρων ελέγχου. Σε αυτή την 
περίπτωση και σε έναν κλειστό πληθυσµό από νέες εισροές ταξιδιωτών ή 
νεογέννητων, είναι βέβαιο ότι το R* θα παραµένει µικρότερο από τη µονάδα, 
συνεπώς, η επιδηµία θα περνά σε κάθε περίπτωση. 
Ουσιαστικά, το R0 και το Rc µπορούν να παραµένουν πάνω από τη µονάδα, αλλά η 
επιδηµία να εξαλείφεται χάρη στο R*, εάν αυτό παραµένει κάτω από τη µονάδα. 
Ωστόσο, αν το Rc παραµένει πάνω από τη µονάδα θα υπάρξει µια επιδηµία η οποία 
όµως θα εξαλειφθεί, αφήνοντας ένα τµήµα του πληθυσµού ανέπαφο. Στην 

















Στο πιο πάνω υπόδειγµα, µια ενδιαφέρουσα κατηγοριοποίηση των παραµέτρων θα 
ήταν µεταξύ αυτών που αποτελούν µέτρα των δοµών ελέγχου και αυτών που 
αποτελούν µέτρα της εκάστοτε ασθένειας που µοντελοποιείται. Στην πρώτη 
κατηγορία µπορούν να ενταχθούν οι παράµετροι ߛଵ ߢߙߡ ߛଶ που συσχετίζονται µε την 
προσπάθεια να τεθεί υπό έλεγχο η επιδηµία, αλλά και οι ߝொ ߢߙߡ ߝ௃ που έχουν να 
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κάνουν µε την αυστηρότητα της καραντίνας και της αποµόνωσης αντίστοιχα. Όλες οι 
υπόλοιπες παράµετροι, συνδέονται µε τη µορφή της ασθένειας και δεν επηρεάζονται 
από τα µέτρα πρόληψης και αντιµετώπισής της. Ασφαλώς, όπως σε κάθε αντίστοιχη 
περίπτωση, έτσι και σε αυτό οι παράµετροι, εφόσον δεν είναι µεταβλητές αλλά 
προσδιορίζονται µέσα από το µελετώµενο πείραµα, υπόκεινται πάντα στην 
πιθανότητα σφάλµατος. 
Θα δούµε στη συνέχεια ότι η ισορροπία χωρίς κάποια ασθένεια του πιο πάνω 
υποδείγµατος, δίδεται ως  (S, E, Q, I, J, N) = (S0, 0, 0, 0, 0, So). 
Η έκφραση του συστήµατος µε τη µορφή πίνακα, είναι προφανώς η: 
൮
ߚܵߝ௲ െ ሺߢଵ ൅ ߛଵሻ ߚܵߝ௲ߝொ ߚܵ ߚܵߝ௃
ߛଵ െߢଶ 0 0
ߢଵ 0 െሺߙଵ ൅ ߛଶሻ 0
0 ߢଶ ߛଶ െߙଶ
൲ 
Μια πιο εκτενής ανάλυση της επίλυσης του εν λόγω υποδείγµατος θα παρουσιαστεί 





Ο τρόπος λειτουργίας των διαµερισµατικών µοντέλων που περιγράφονται παραπάνω 
αλλά και άλλων που προκύπτουν από προσθήκες σε αυτά ή εξειδικεύσεις αυτών είναι 
αυτός που θα περιγραφεί σε αυτή την ενότητα. 
Η κυρίαρχη ανεξάρτητη µεταβλητή που επιδρά σε όλες τις εξαρτηµένες 
(διαµερίσµατα του συνόλου του πληθυσµού) ξεχωριστά, είναι ο χρόνος. Με διακριτό 
(ή συνεχή) τρόπο διαµορφώνονται ρυθµοί µετάβασης των στοιχείων του ενός 
διαµερίσµατος στο άλλο ως προς το χρόνο. 
Ο τρόπος µε τον οποίο µπορούµε να εκφράσουµε µαθηµατικά αυτούς τους ρυθµούς 
µετάβασης είναι οι παράγωγοι των υποσυνόλων του πληθυσµού ως προς το χρόνο ή 
οι αντίστοιχες εξισώσεις διαφορών. Έτσι, οδηγούµαστε εκ των πραγµάτων σε ένα 
σύστηµα διαφορικών εξισώσεων, µίας για κάθε διαµέρισµα του πληθυσµού, και 
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προφανώς µε άλλες τόσες άγνωστες µεταβλητές, µε την προϋπόθεση ότι οι 
συντελεστές που αποτελούν τους ρυθµούς µετάβασης είναι γνωστές. 
Αν και κάτι τέτοιο θα ξεπερνούσε τις ανάγκες, αλλά και τις προσδοκίες αυτής της 
εργασίας αξίζει να σηµειωθεί, προς χάριν της γενικότητας και της πληρότητας, ότι σε 
αυτές τις διαφορικές εξισώσεις θα ήταν εύλογο να υποθέσουµε τη χρήση και 
υστερήσεων περισσοτέρων περιόδων. Ωστόσο, µια τέτοια προσέγγιση δεν είναι 
χαρακτηριστική των έως τώρα γνωστών υποδειγµάτων που περιγράφουν τον SARS 




Ένα από τα πιο ουσιαστικά µειονεκτήµατα αυτής της µαθηµατικής µεθόδου είναι η 
δυσκολία εκτίµησης των παραµέτρων του υποδείγµατος που απαιτούνται, ούτως 
ώστε να δοθεί µορφή στο υπόδειγµα και να δίνει προβλέψεις ή εκτιµήσεις που να 
ανταποκρίνονται κατά το δυνατόν περισσότερο στην πραγµατικότητα. 
Ως παράδειγµα, θα σχολιαστεί η παράµετρος «β» η οποία αντιπροσωπεύει το ρυθµό 
µολυσµατικής επαφής, ο οποίος εξαρτάται από την εκάστοτε ασθένεια που µελετάται 
αλλά και από άλλους παράγοντες όπως κοινωνικούς ή ακόµα και συµπεριφορικούς. 
Μια καλή αρχή θα αποτελούσε ο υπολογισµός του R0 µε βάση τις ποσότητες ܵ଴ και 
ܵஶ. Ασφαλώς αυτή η µέθοδος εκτίµησης υπόκειται στα συνήθη προβλήµατα της εκ 
των υστέρων εκτίµησης, η οποία ασφαλώς είναι πολύ λιγότερο ωφέλιµη για την 
αντιµετώπιση επιδηµιών. 
Αρχικά, ο αριθµός των µολυσµατικών ατόµων αυξάνεται, όπως φαίνεται και από την 




ൌ ሺβS െ γሻI,  που δείχνει έναν αρχικό ρυθµό αύξησης ݎ ൌ ߚܵ െ ߛ. 
Στη συνέχεια, έχοντας τη δυνατότητα να εκτιµήσουµε το µέγεθος του S και το γ, το β 
µπορεί εύκολα να υπολογιστεί ως ߚ ൌ ௥ାఊ
ௌ
. Ασφαλώς, και αυτή η εκ των υστέρων 
µέθοδος υπόκειται στις δυσχέρειες που αντιµετωπίζουν και άλλες εκτιµήσεις όσον 
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αφορά την ακρίβεια, κυρίως εξαιτίας της ατέλειας των δεδοµένων και των λιγότερων 
των πραγµατικών καταγραφών των περιστατικών, είτε λόγω άγνοιας, είτε λόγω 
κακής διάγνωσης. 
Επίσης, είναι εύκολο σχετικά να εκτιµηθεί ο λόγος ఊ
ఉ
 , εφόσον ισχύει ότι, όταν 
݀ܫ
݀ݐ ൌ 0  ֜ ൝





Με τρόπο ανάλογο και χρησιµοποιώντας και πάλι τα στατιστικά δεδοµένα ή την 
ιατρική και βιολογική γνώση, µπορούν να εκτιµηθούν και οι λοιπές παράµετροι του 
υποδείγµατος. Χάρη στην απλότητά του θα ήταν θετικό να συµπληρώσουµε την 
παρουσίαση αυτή µε την παράθεση του τρόπου υπολογισµού του ρυθµού µετάβασης 
από τους διαγνωσθέντες (J) στους εξαιρεθέντες (R). Εδώ µετρά κανείς πόσες ηµέρες 
χρειάζονται κατά µέσο όρο για να ιαθεί ένα άτοµο που έχει διαγνωστεί µε κάποια 




Μια σειρά από εξειδικεύσεις των πιο πάνω υποδειγµάτων µπορούν να προκύψουν, αν 
επεκτείνουµε και συγκεκριµενοποιήσουµε ορισµένες υποθέσεις σχετικά µε τη δοµή 
της µελετώµενης ασθένειας, αλλά και των µεθόδων που χρησιµοποιούνται για τη 
θεραπεία, τον περιορισµό και γενικά το µετριασµό της έξαρσής της (van den 
Driessche, 2008). Σε συντοµία, αξίζει να αναφερθεί ότι µπορούν µε µικρές 
τροποποιήσεις να µορφοποιηθούν και να επιλυθούν υποδείγµατα όπου ο χρόνος 
καθορίζει σηµαντικά το µέγεθος ορισµένων παραµέτρων ή οδηγεί σε µετάβαση από 
µία κατάσταση σε µια άλλη. 
Μία χαρακτηριστική περίπτωση είναι η προσωρινή ανοσία, που φαίνεται να αποτελεί 
την πραγµατικότητα που συνδέεται µε αρκετές ασθένειες. Σε αυτή την περίπτωση, 
άτοµα που εξέρχονται (ζωντανά) της I, ενώ αρχικά τοποθετούνται στο σύνολο R, 
έπειτα από κάποιο δεδοµένο αριθµό περιόδων επανέρχονται στο σύστηµα, ως µέλη 
της S.  
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Άλλες περιπτώσεις υποθέτουν ότι η ηλικία µόλυνσης κάποιου ατόµου είναι 
καθοριστική για τη θνησιµότητά του (Allen & Thrasher, 1998; Nuno et al., 2008).  Σε 
αυτή την περίπτωση, διακρίνουµε είτε κάποιες οµάδες πληθυσµού που 
αντιµετωπίζουν διαφορετική θνησιµότητα (όπως τα παιδιά, οι ενήλικες ή οι 
ηλικιωµένοι), είτε µπορούµε να υποθέσουµε κάποια συναρτώµενη ως προς το χρόνο 
f(t) που να καθορίζει τη θνησιµότητα των µολυσµατικών µελών του πληθυσµού ανά 
ηλικία. 
Τέλος, υπερβαίνοντας τον χρονικό ορίζοντα που µπορεί να εκτιµήσει ένα SIR ή SIS 
υπόδειγµα παρατηρούµε ότι µία επιδηµία, η οποία δρα σε µια βραχεία προσωρινή 
κλίµακα, µπορεί να περιγραφεί ως ένα ξαφνικό ξέσπασµα µιας ασθένειας που 
µολύνει µια σηµαντική µερίδα του πληθυσµού µιας περιοχής πριν εκλείψει. Συνήθως, 
αφήνει απρόσβλητα µέλη του πληθυσµού. Το πιο σηµαντικό όµως είναι ότι 
παραµένει πιθανή µια περιοδική επανεµφάνιση τέτοιων ξεσπασµάτων ανά 
διαστήµατα κάποιων ετών, ενδεχοµένως µε µειούµενη ανά επανεµφάνιση ισχύ, 
καθώς ο πληθυσµός αναπτύσσει σταδιακά κάποια ανοσία (Keeling & Gilligan, 2000). 
Ακόµη και οι παραπάνω αναφορές δεν µπορούν να καλύψουν το αχανές των 
εναλλακτικών επιλογών που υπάρχουν για τη µοντελοποίηση των ασθενειών, 
επιδηµιών και πανδηµιών. ∆ίδεται, όµως, µία συγκροτηµένη κυρίαρχη γραµµή, ώστε 
να καταστεί εφικτή η εύκολη και γρήγορη µελέτη και επίλυση οποιασδήποτε 
επέκτασης, δεδοµένης της κοινής βάσης όλων αυτών των υποδειγµάτων (Brauer, 
2008). 
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Όπως έχει εκτενώς περιγραφεί παραπάνω, η εξέλιξη των κρουσµάτων οποιασδήποτε 
επιδηµίας θεωρείται εύστοχο να επιχειρείται να µοντελοποιηθεί µαθηµατικά, είτε σε 
συνεχή, είτε σε διακριτά διαφορικά ή διακριτά συστήµατα αντιστοίχως. Στην 
περίπτωση όπου αυτή η εργασία επικεντρώνεται στη διακριτή θεώρηση της 
εξάπλωσης µιας ασθένειας σε έναν πληθυσµό, η µοντελοποίηση περιστρέφεται γύρω 
από δύο ευρείες δοµές συσχέτισης των µεταβλητών: τα µοντέλα που στηρίζονται 
στην αντίληψη µιας ανοσίας που αποκαλούνται SIR και εκείνα που υποθέτουν µη 
απόκτηση ανοσίας από µέλη του πληθυσµού που νοσούν. 
Μια κεντρική κατεύθυνση για ορισµένα βασικά µοντέλα που διαµορφώνονται στη 
βάση των ως άνω δεδοµένων δίνεται στο πρώτο µέρος. Στη συνέχεια θα 
χρησιµοποιηθούν πληροφορίες που σχετίζονται µε αυτή τη µορφή ανάπτυξης 
µαθηµατικών µοντέλων για την εξέλιξη των ασθενειών, ώστε να επιχειρηθεί η 
µοντελοποίηση της εξάπλωσης και της εξάλειψης µιας σοβαρής απειλής για τη 
δηµόσια υγεία, που ανησύχησε τόσο την κοινή γνώµη, όσο και την επιστηµονική 
κοινότητα, ενώ κυβερνήσεις και διεθνείς φορείς, όπως ο Παγκόσµιος Οργανισµός 
Υγείας και ο CDC έστρεψαν το ενδιαφέρον τους και αρκετούς πόρους στον έλεγχο 
µιας ανεξέλεγκτης εξάπλωσης του SARS, που έτεινε αρχικά να λαµβάνει διαστάσεις 
πανδηµίας (Watts, 2003; WHO, 2003b;c;d). 
Μια τέτοια προσπάθεια είναι άξια προσοχής, ώστε να παράσχει πληροφορίες σχετικά 
µε τον κίνδυνο που πράγµατι θα διέτρεχε η ανθρωπότητα, εάν δεν είχε αντιµετωπιστεί 
εγκαίρως και µε συστηµατικότητα η περαιτέρω εξάπλωση του ιού, καθώς και να 
αξιολογηθούν τα µέτρα προφύλαξης που έλαβαν οι αρµόδιες αρχές, ώστε να τεθεί 
υπό έλεγχο ο ρυθµός µετάδοσής του. 
 
3.2 Εξειδίκευση του υποδείγματος 
Η προσπάθεια να καταστεί το µοντέλο λειτουργικό και χρήσιµο αξιολογείται µε βάση 
τη σύγκριση των εκτιµήσεων που διαµορφώνει µε τα πραγµατικά δεδοµένα. Σε µια 
τέτοια προσπάθεια θα πρέπει να καθίσταται σαφές ότι η αξία ενός υποδείγµατος 
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µπορεί να κριθεί µόνο από την κατά το δυνατόν προσέγγιση της πραγµατικότητας και 
κυρίως σε ότι αφορά τους διαγνωσµένους ασθενείς που φέρουν και µεταδίδουν την 
ασθένεια.  
Θα πρέπει, λοιπόν, να επιδιωχθεί η διαµόρφωση ενός υποδείγµατος που να είναι 
κατασκευασµένο µε τέτοιο τρόπο, ώστε να µπορεί να αποδίδει, σε έναν εύλογο βαθµό 
απόκλισης, τόσο τα σηµεία ισορροπίας που διαµορφώνονται στο υπόδειγµα, όσο και 
τη µορφή που λαµβάνει η καµπύλη των διαγνωσµένων νοσούντων, ως προς το 
σχήµα, το ύψος και το πλήθος των ακρότατων σηµείων της, αλλά και τυχόν ευσταθών 
σηµείων ισορροπίας στα οποία αυτή τείνει, καθώς ο χρόνος τείνει στο άπειρο. 
Σε αυτή την προσπάθεια λαµβάνονται υπόψη κάποια στατιστικά και επιστηµονικά 
δεδοµένα που σχετίζονται µε τον SARS, ενώ δεχόµαστε ορισµένους περιορισµούς, 
ώστε να επιτευχθεί η µέγιστη δυνατή διαχειρισιµότητα, αλλά και 
αποτελεσµατικότητα του υποδείγµατος. Εν ολίγοις, το µοντέλο που αναπτύσσεται 
λαµβάνει υπόψη ορισµένες παραµέτρους, όπως αυτές έχουν παρατηρηθεί σε 
παρελθούσες έρευνες, ώστε να στοχεύσει στην καλύτερη δυνατή προσέγγιση των 
πραγµατικών δεδοµένων, µέσα από τον προσδιορισµό των πιο ενδιαφερουσών 
οικονοµικά παραµέτρων, που σχετίζονται µε τη λήψη µέτρων αντιµετώπισης και 
πρόληψης της µετάδοσης του ιού. 
Όσον αφορά την κυρίαρχη δοµή που επιλέγεται, το υπόδειγµα χτίζεται στη βάση της 
υπόθεσης ότι ένα ευαίσθητο µέλος (S) του πληθυσµού που αρχίζει να νοσεί από τον 
ιό SARS, δηλαδή ανήκει στο σύνολο I, τη χρονική στιγµή t µπορεί να επανέλθει στο 
σύνολο S, σε µελλοντικό χρόνο, µε πιθανότητα P = 0. Ουσιαστικά, λοιπόν, πρόκειται 
για µια εξέλιξη του βασικού SIR µοντέλου, για να καλυφθούν ορισµένες 
ιδιαιτερότητες του SARS. 
Πιο συγκεκριµένα, ένα µέλος του πληθυσµού που νοσεί από τον ιό SARS σε µια 
χρονική στιγµή t, σε οποιαδήποτε µελλοντική στιγµή (t+k), µπορεί είτε να παραµένει 
στο ίδιο σύνολο I, είτε να ιαθεί και να µεταβεί στο σύνολο των µελών του πληθυσµού 
που χαίρουν µόνιµης και ισόβιας ανοσίας έναντι αυτού του ιού (R), είτε να επέλθει ο 
θάνατός του και έτσι να πάψει να αποτελεί µέλος του πληθυσµού. Έτσι, µετά την 
είσοδο ενός ατόµου στο σύνολο I (του οποίου µια επέκταση (J) µελετούµε σε βάθος 
χρόνου), το άτοµο αυτό παραµένει εκεί, εκτός αν εξέλθει οριστικά του συστήµατος 
που εξετάζεται (ανεπιστρεπτί). 
Έχουµε περιφραστικά προσδιορίσει µέχρι στιγµής τη βάση του υποδείγµατος µας, ως 
ένα απλό SIR υπόδειγµα. Αξίζει τώρα, πριν συµπληρωθούν επιπλέον υποσύνολα και 
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εξειδικευτούν οι επιµέρους σχέσεις µεταξύ αυτών, να θιγεί το ζήτηµα της θεώρησης 
του χρόνου. Η βιβλιογραφία σε ανάλογες περιπτώσεις έχει παραδείγµατα εργασιών 
που υποστηρίζουν τόσο συνεχή όσο και διακριτά συστήµατα. Χαρακτηριστική για τη 
συζήτηση αυτή είναι η περαιτέρω µελέτη των Allen (1994), Castillo-Chavez & 
Yakubu (2001 a), Castillo-Chavez & Yakubu (2001 b), Mendez & Fort (2000), Allen 
& Thrasher (1998), Hethcote & van Ark (1992) και Lesnoff et al. (2000). 
Εδώ θα προτιµηθεί σαφώς το δεύτερο ρεύµα, κυρίως λόγω της χρηστικότητάς του 
όσον αφορά την προσαρµογή των εκτιµήσεων στα υπάρχοντα πραγµατικά δεδοµένα, 
τα οποία, αν µη τι άλλο, είναι διαθέσιµα ανά διακριτές χρονικές στιγµές (ηµερήσια 
στην καλύτερη περίπτωση) και όχι σε συνεχή χρόνο. Ακόµη, µεταβολές που έχουν να 
κάνουν µε τη λήψη επιπρόσθετων µέτρων πρόληψης και ελέγχου ή προοδευτικής 
βελτίωσης του τρόπου αντιµετώπισης της εξάπλωσης παραµετροποιούνται αρκετά 
ευκολότερα στο πλαίσιο ενός διακριτού µοντέλου, µε µονάδα χρόνου τη µία ηµέρα. 
Ακόµη, µένει να διευκρινιστεί πως, λόγω των διαστάσεων ορισµένων χιλιάδων 
ασθενών, που έλαβε ο SARS το 2003 σε παγκόσµιο επίπεδο και της (σχετικής) 
ταχύτητας µε την οποία κάποιο άτοµο εξέρχονταν κατά µέσο όρο από την οµάδα I 
(ειδικότερα I ή J) ως νεκρός ή ανοσοποιηµένος οργανισµός, καθίσταται άνευ 
ουσιώδους σηµασίας η χρήση οποιασδήποτε δηµογραφικής µεταβλητής, όπως ο 
αριθµός θανάτων µη σχετιζόµενων µε το SARS και των γεννήσεων. Επιπρόσθετα, η 
θεώρηση του συνόλου των ευαίσθητων S ως πεπερασµένου και η χρήση κάποιας 
δεδοµένης αρχικής τιµής S0, φαντάζει περιττή και οποιαδήποτε επιλογή (όπως επί 
παραδείγµατι το τότε µέγεθος του παγκόσµιου πληθυσµού) θα ήταν ανούσια και 
παρωχηµένη. 
Λόγω της διαφοροποίησης µεταξύ της στιγµής έκθεσης ενός ατόµου στον ιό και της 
ενδεχόµενης διάγνωσής του µε SARS, διαµορφώνεται ένα επιπλέον σύνολο ατόµων, 
των εκτεθειµένων (Ε). Σε αυτούς έρχονται να προστεθούν ακόµη δύο οµάδες, που 
ενσωµατώνουν τα µέτρα πρόληψης που ελήφθησαν από τις αρχές σε παγκόσµιο και 
κρατικό επίπεδο. Αυτοί που βρίσκονται σε καραντίνα (Q) και όσοι έχουν 
αποµονωθεί, εφόσον διαγνώστηκαν να ασθενούν (J).  
Έτσι, καταλήγουµε σε ένα διακριτό χρονικά µοντέλο SEQIJR, όπως αυτό έχει οριστεί 
στο Μέρος Α’. Αξίζει να σηµειωθεί ότι εφόσον οι αποµονωµένοι νοσούντες παύουν 
να είναι µεταδοτικοί προς τους µη διαγνωσµένους του πληθυσµού, η κατηγορία J, 
όπως και η R, µπορούν να εξέλθουν του υποδείγµατος, στο βαθµό που επιδιώκεται 
µόνον ο αριθµός της χρονοσειράς των νοσούντων, κάθε χρονική στιγµή. Η J 
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παραµένει στο σύστηµα υποχρεωτικά (σε αντίθεση µε την προαιρετική χρήση του R, 
όταν επιζητείται η πρόβλεψη και του συνόλου των θανάτων λόγω του ιού, µέσω του 
υποδείγµατος, καθώς τα µέλη της J νοσούν και κινδυνεύουν, υπό αυτή την έννοια µε 




Μια προσπάθεια µοντελοποίησης της χρονικής συµπεριφοράς µιας οµάδας 
µεταβλητών είναι σηµαντικό να αποσαφηνίζει το χρονικό διάστηµα το οποίο 
επιδιώκει να προσοµοιώσει, καθώς και το από πού αντλεί δεδοµένα.  
 
Στην ειδική περίπτωση του SARS, µπορούµε να διακρίνουµε το χρόνο στις εξής 
τέσσερις περιόδους (τουλάχιστον και σε ένα τρόπο αυθαίρετα). Βασιζόµενοι στη 
βάση δεδοµένων του Παγκόσµιου Οργανισµού Υγείας, ως την πλέον αξιόπιστη και 
παγκοσµίως αποδεκτή, µπορούµε να παρατηρήσουµε ότι για τις δύο περιόδους πριν 
τις 17 Μαρτίου του 2003 και µετά τις 11 Ιουλίου του 2003 δεν υπάρχουν ηµερήσια 
δεδοµένα (καθώς ο SARS στη µεν πρώτη περίπτωση δεν έχει ακόµη θεωρηθεί 
υπολογίσιµη απειλή, στη µεν δεύτερη φαίνεται να σταθεροποιείται, να µην 
εξαπλώνεται πια και να τείνει να εκλείψει). Μέσα, λοιπόν, στο διαθέσιµο διάστηµα 
(17/3 έως 11/7 του 2003), µπορούµε ακολουθώντας το άρθρο των Zhou et al. (2004),  
να διακρίνουµε δύο ακόµη περιόδους: πριν και µετά τις 21 Απριλίου του 2003, µε 
βάση τη λήψη ισχυρών µέτρων και την επιβολή περιορισµών, που σχετίζονται µε την 
πρόληψη και αντιµετώπιση του ιού SARS. 
 
Με βάση τους δεδοµένους περιορισµούς, τα δεδοµένα που θα χρησιµοποιηθούν 
προέρχονται από τη διεθνή ελεύθερη βάση δεδοµένων του Παγκοσµίου Οργανισµού 
Υγείας και αφορούν την περίοδο από την 21η Απριλίου του 2003, µέχρι και την 11η 
Ιουλίου του 2003. ∆εδοµένης της έλλειψης δεδοµένων για κάποιες ηµέρες (βάσει των 
ηµεροµηνιών πιθανολογείται ότι πρόκειται για τις αργίες) η κατανοµή των 
περιστατικών µεταξύ της προηγούµενης και της επόµενης παρατήρησης θεωρείται 
πως προσεγγίζονται από την οµοιόµορφη κατανοµή και οι παρατηρήσεις αυτές 
συµπληρώνονται µε τον αριθµητικό µέσο αυτών. Ακόµη, όµως και τυχόν παράλειψή 
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τους δεν θα άλλαζε καθοριστικά την καλή προσαρµογή των εκτιµήσεων στα 
πραγµατικά δεδοµένα, ενώ παράλληλα θα περιόριζε το δείγµα ελαφρά. 
 
Προσπαθώντας να προσδιορίσουµε τις παραµέτρους, παρατηρούµε ότι διαφορετικές 
εργασίες, ως προς την περιοχή, τη χώρα ή τις χώρες εφαρµογής τους χρησιµοποιούν 
διαφορετικές εκτιµήσεις των παραµέτρων. Προκειµένου να υπάρχει κάποια 
συγκρισιµότητα µε προγενέστερες µελέτες, επιλέγεται η χρήση δεδοµένων της 
Κινεζικής επικράτειας. Αποτελεί βασική βιβλιογραφική κατεύθυνση η επιλογή της 
Κίνας, καθόσον εκεί υπήρξε ένα αξιόλογο µέρος των κρουσµάτων SARS και η χώρα 
πρωτοστάτησε στον αγώνα κατά της εξάπλωσης του. Έχει εκφραστεί δε η άποψη πως 
εάν δεν ελεγχθεί ο SARS στην Κίνα, η προσπάθεια που γινόταν στον υπόλοιπο 
πλανήτη θα ήταν κενή περιεχοµένου (WHO, 2003c). Ενδεικτικά, άλλες χώρες που 
αποτέλεσαν επίκεντρο µελέτης για τυχόν επιδηµική συµπεριφορά του SARS υπήρξαν 
η Ταιβάν, το Χονγκ Κονγκ, καθώς επίσης και οι περιοχές όπως το Πεκίνο και πολλά 
άλλα (ενδεικτικά, Hsieh, 2009). 
Συνοψίζοντας, η µοντελοποίηση που επιχειρείται, θα περιορίζεται χρονικά στο 
διάστηµα 21/4 έως 11/7/2003 και χωρικά στην Κίνα, ενώ το υπόδειγµα έχει στηριχθεί 
στις εκτιµήσεις των παραµέτρων του (Zhou, 2004) αν και γίνεται αναφορά και σε 
άλλες περιπτώσεις, χωρίς όµως περαιτέρω εµβάθυνση. Η διαφοροποίηση, που 
καθιστά την παρούσα ξεχωριστή, είναι η µη χρήση των (διαφορετικών από αυτά που 
πιστοποιεί ο Παγκόσµιος Οργανισµός Υγείας) δεδοµένων του Υπουργείου Υγείας της 
Λαϊκής ∆ηµοκρατίας της Κίνας, και η υποκατάστασή τους από τα δεδοµένα του 
Παγκοσµίου Οργανισµού Υγείας. 
 
3.4 Το μοντέλο SEQIJR 
Με βάση τη διάρθρωση του υποδείγµατος που δίνεται στο Μέρος Α’, µπορούµε να 
προσδιορίσουµε ένα υπόδειγµα διαφοροποιηµένο, ώστε να ανταποκρίνεται στα 
πρότυπα του Zhou et al. (2004). Αφενός, οι διαφορικές εξισώσεις µετατρέπονται σε 
εξισώσεις διαφορών, ώστε να ανταποκρίνεται στην υπόθεση περί διακριτού χρόνου. 
Ακόµη, οι εξισώσεις διαφορών που σχετίζονται µε τους ευαίσθητους S και τους 
εξαιρεθέντες R, εξαιρούνται της µαθηµατικής ανάλυσης για τους λόγους που 
εξηγούνται στην προηγούµενη ενότητα. 
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Άλλη µια διαφοροποίηση επιτυγχάνεται θεωρώντας το β = β(t) ως µια συνάρτηση του 
χρόνου. Αυτή η υπόθεση επιτρέπει την καλή προσαρµογή των εκτιµηµένων τιµών του 
υποδείγµατος στα πραγµατικά δεδοµένα και στη διαµόρφωση της σωστής µορφής της 
καµπύλης της I(t). Η µείωση του β στο πέρασµα του χρόνου δείχνει τη µείωση της 
µεταδοτικότητας του ιού µε το χρόνο, λόγω καλύτερων µέτρων προστασίας σε 
συλλογικό, αλλά και ατοµικό επίπεδο. 
 Εµβαθύνοντας λίγο περισσότερο στη µαθηµατική έννοια αυτής της υπόθεσης, 
παρατηρούµε ότι αυτή επιτρέπει το R* να καταστεί µεταβλητό ως προς το χρόνο, έτσι 
ώστε µια χρονολογική σειρά που αρχικά βαίνει αυξανόµενη ως προς το χρόνο (R > 1) 
και χωρίς καµία παρέµβαση θα οδηγούσε σε προσβολή όλων των ατόµων του 
πληθυσµού, στην πορεία βαίνει µειούµενη (R < 1) και τείνει στο µηδέν στο πέρασµα 
του χρόνου. Έτσι, η περαιτέρω εξάπλωση του SARS σε αυτή την περίπτωση τίθεται 
υπό έλεγχο. Η έννοια αυτής της (κατά τα άλλα) πολυπλοκότητας θα γίνει σαφέστερη 
στην ενότητα της ανάλυσης ευαισθησίας της παραµέτρου β. 
Έτσι, το υπόδειγµα, πριν την απόδοση τιµών στις παραµέτρους λαµβάνει τη γενική 
του µορφή έχοντας εξαιρέσει (αγνοήσει) τα µεγέθη S και R (και άρα N) ως εξής: 
߃௧ାଵ ൌ ܧ௧ ൅ ߚሺݐሻ݇ܧ௧ ൅ ߚሺݐሻܫሺݐሻ െ ሺߝ ൅ ߣሻܧ௧ 
ܳ௧ାଵ ൌ ܳ௧ ൅ ߣܧ௧ െ ߪܳ௧ 
ܫ௧ାଵ ൌ ܫ௧ ൅ ߝܧ௧ െ ሺߜ ൅ ߠሻܫ௧ 
ܬ௧ାଵ ൌ ܬ௧ ൅ ߪܳ௧ ൅ ߆ܫ௧ െ ሺߜ ൅ ߛሻܬ௧ 
Με τη µορφή πινάκων το παραπάνω µπορεί να γραφτεί µε τη χρήση των: 
޿ ൌ ൦
1 ൅ ߚሺݐሻ݇ െ ሺߝ ൅ ߣሻ 0 ߚሺݐሻ 0
ߣ 1 െ ߪ 0 0
ߝ 0 1 െ ሺߜ ൅ ߠሻ 0
0 ߪ ߠ 1 െ ሺߜ ൅ ߛሻ
൪ 
௧ܻ ൌ ሾܧ௧ ܳ௧ ܫ௧ ܬ௧ሿ 
Αν και επιδηµιολογικά είναι κάπως αδόκιµο, το µαθηµατικό υπόδειγµα που πλέον 
πρέπει να επιλυθεί είναι ένα EQIJ. 
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Για t = 0 έχουµε τις αρχικές τιµές των E, Q, I, J, τις Y0. 
Ισχύει: 
ଵܻ ൌ ܣߓ଴ 
ଶܻ ൌ ޿ଶߓ଴ 
… 
௧ܻ ൌ ޿௧ߓ଴ 
Ο υπολογισµός της ܣ௧ είναι σχετικά δύσκολη υπόθεση. Απαιτεί τον υπολογισµό των 
ιδιοτιµών και των ιδιοδιανυσµάτων τους. Εάν σχηµατίσουµε έναν πίνακα όπου η 
κύρια διαγώνιος αποτελείται από τις ιδιοτιµές (D) και έναν από τα αντίστοιχα 
ιδιοδιανύσµατα (V), τότε αποδεικνύεται ότι: ܣ ൌ ܸܦܸିଵ και άρα: ܣ௧ ൌ ܸܦ௧ܸିଵ 
Η τελευταία παράσταση είναι πιο εύκολα υπολογίσιµη και έτσι καταλήγουµε να 
υπολογίσουµε το: 
௧ܻ ൌ ܸܦ௧ܸିଵߓ଴ 
Κατά συνέπεια η λύση του Yt είναι εφικτή, αν ακολουθηθεί η σωστή διαδικασία. 
Λόγω του 4×4 πίνακα, γίνεται σαφές ότι η αναλυτική παρουσίαση των ιδιοτιµών και 
ιδιοδιανυσµάτων απαιτεί αρκετές σελίδες απλών αλλά µακροσκελών σχέσεων, που 
για οικονοµία χώρου παραλείπονται.  
Αυτό που αξίζει να σηµειωθεί είναι ότι και σε αυτή την περίπτωση, ο βασικός ρυθµός 
αναπαραγωγής είναι: ܴ଴ ൌ ߚሺ0ሻሺ
௞
ఌାఒ
൅ ఌሺఌାఒሻሺఋାఏሻሻ , που καθορίζει την ευστάθεια ή 
µη του σηµείου ισορροπίας χωρίς ασθένεια (I → 0). 
Εδώ παρατηρούµε ότι ο βασικός ρυθµός αναπαραγωγής µεταβάλλεται µε το χρόνο, 
λόγω του β. Έτσι, µία αρχικά µη ευσταθής ισορροπία χωρίς ασθένεια, τροποποιείται 
σε κάποιο χρονικό διάστηµα (ίσως) σε ένα ευσταθές σηµείο ισορροπίας. Εφόσον η 
µεταδοτικότητα ενός µεταδοτικού ατόµου ανά ηµέρα περιορίζεται µε το πέρας των 
χρονικών περιόδων, οδηγούµαστε σε µια λιγότερο επικίνδυνη (και τελικά πιθανόν όχι 




Σε αυτή την ενότητα θα τεθούν συγκεκριµένες τιµές στις παραµέτρους, όπως αυτές 
καθορίζονται στο βασικό άρθρο που αναφέρθηκε παραπάνω. Η ευαισθησία του 
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υποδείγµατος σε αυτές και η εύστοχη επιλογή τους για τα δεδοµένα και του 
Παγκόσµιου Οργανισµού Υγείας θα αξιολογηθεί στην ενότητα της ανάλυσης 
ευαισθησίας του υποδείγµατος. Άλλωστε, δεν έχουν υπάρξει (ευτυχώς) πολλές 
εξάρσεις του εν λόγω ιού για να τον κατανοήσουµε πλήρως και να τον συνδέσουµε 
µε συγκεκριµένα χαρακτηριστικά ιατρικά, βιολογικά και άλλα στοιχεία. Ωστόσο, µε 
βάση τα δεδοµένα της επιδηµίας του 2003, µπορούµε να βγάλουµε κάποια 
εποικοδοµητικά συµπεράσµατα. 
Ξεκινώντας από το µέσο χρόνο παραµονής σε κάθε κατηγορία, βλέπουµε ότι ο µέσος 
χρόνος επώασης για το SARS είναι 6 ηµέρες. Ο πιο πάνω χρόνος διακρίνεται σε 3 
ηµέρες στην E µε µικρότερη µεταδοτικότητα (k = 0.1) και 3 ηµέρες µε υψηλή 
µεταδοτικότητα. 
Όσον αφορά τους διαγνωσµένους ασθενείς υποθέτουµε ότι προέρχονται κατά 3/5 από 
άτοµα για τα οποία υπήρχε η υποψία ότι νοσούν από το SARS και προέρχονταν από 
άτοµα σε καραντίνα, ενώ τα υπόλοιπα 2/5 των περιστατικών που διαγνώστηκαν, δεν 
είχαν κινήσει καµία υποψία και δεν είχαν τεθεί σε καραντίνα, ούτε είχαν δεχθεί 
κάποια θεραπεία. Επίσης, τα άτοµα παραµένουν κατά µέσο όρο 3 ηµέρες στα στάδια 
Q και I πριν εισέλθουν. Τέλος, ο µέσος χρόνος παραµονής στην J,  πριν αναρρώσει 
µε ανοσία ή πεθάνει ένα άτοµο, είναι 21 ηµέρες. 
Ακόµη, υποθέτουµε ότι ένα άτοµο που εκτίθεται στον ιό είχε 60% πιθανότητες να 
τεθεί σε καραντίνα. 
Συνεπώς:  
λ = (1/3)(3/5) = (1/5) : η πιθανότητα ένα άτοµο να πάει από το E στο Q σε µία µέρα 
ε = (1/3)(2/5) = (2/15) : η πιθανότητα ένα άτοµο να πάει από το E στο Ι σε µία µέρα 
θ = (1/3) : η πιθανότητα ένα άτοµο να πάει από τη I στο J σε µια µέρα 
σ = (1/3) : η πιθανότητα ένα άτοµο να πάει από τη Q στο J σε µια µέρα 
γ = (1/21) : η πιθανότητα ένα άτοµο να πάει από τη J στη R σε µία µέρα 
δ = (15/100)(1/21) = (15/2100) = (1/140) : η πιθανότητα ένα άτοµο από τη J να 
πεθάνει σε µία ηµέρα 
Τα πιο πάνω στοιχεία υιοθετούνται αυτούσια από το Zhou et al. (2004). Το β(t) έπειτα 
από πληθώρα προσοµοιώσεων, δείχνει σε αυτά τα δεδοµένα να ταιριάζει καλύτερα 
εάν λάβει τη µορφή: 
ߚሺݐሻ ൌ
32 ൅ ݐ
27 ൅ 5ݐ ൌ
31 ൅ ሺݐ ൅ 1ሻ
22 ൅ 5ሺݐ ൅ 1ሻ , ߙߥ߬ί ߬ߧ߭ ߨߩߧ߬ߝߡߥόߤߝߥߧ߭: ߚ
ሺݐሻ ൌ
31 ൅ ݐ
22 ൅ 5ݐ 
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Συνδυάζοντας τις πληροφορίες που µπορεί να παράσχουν ο Παγκόσµιος Οργανισµός 
Υγείας (WHO, 2003a; Ministry of Health, P.R. China, 2003) και το Zhou et al. 
(2004), καταλήγουµε στις εξής αρχικές τιµές: 
ܧ଴ ൌ 477 
ܳ଴ ൌ 191 
ܫ଴ ൌ 286 
ܬ଴ ൌ 686 
Έχοντας επικεντρωθεί στον αριθµό των ατόµων που νοσούν (και έχουν διαγνωστεί) 
την κάθε χρονική στιγµή, θα µελετήσουµε στη συνέχεια την προσέγγιση που το 
υπόδειγµα αποδίδει για την Jt για κάθε t ≥ 0. Μια σύντοµη ανασκόπηση των 
πραγµατικών δεδοµένων δείχνει ότι οι ασθενείς που έχουν διαγνωστεί αρχικά 
αυξάνονται µέχρι τις 12 Μαΐου του 2003, όπου φτάνει τη µέγιστη τιµή του 3068. Στη 




Έχοντας βάλει τις παραµέτρους, όπως περιγράφονται στις προηγούµενες ενότητες, 
καταλήγουµε σε ένα υπόδειγµα που εκτιµά την J(t), όπως φαίνεται στην 
διακεκοµµένη γραµµή E(J). Παρατηρούµε ότι σχεδόν ταυτίζεται µε τα πραγµατικά 
δεδοµένα για το διάστηµα που προηγείται του µέγιστου. Από εκεί και έπειτα αρχίζει 
µια ελαφρά απόκλιση, καθώς φθίνει λίγο πιο αργά από τα πραγµατικά δεδοµένα, 
διατηρώντας τα διαρκώς κάτω από την πρόβλεψη. Ασφαλώς, οδηγεί προς το σταθερό 
σηµείο χωρίς ασθένεια, το οποίο είναι ευσταθές και ελκυστικό, κάτι που επιβεβαιώνει 
η πραγµατικότητα. 
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Πιο συγκεκριµένα, το µέγιστο της πρόβλεψης (3032) βρίσκεται µία ηµέρα πριν το 
πραγµατικό (στις 11/5), ενώ η µεγαλύτερη απόκλιση του υποδείγµατος από τις 




Ένα από τα πιο ουσιαστικά χαρακτηριστικά στοιχεία ενός µοντέλου, είναι η 
σταθερότητα των αποτελεσµάτων του ως προς µικρές (ή µεγαλύτερες) µεταβολές των 
παραµέτρων του. Η επίδραση µιας αλλαγής τους στο τελικό αποτέλεσµα είναι αυτή 
που δείχνει την ευαισθησία του σε τυχόν διαφοροποιήσεις της ασθένειας ή των µέσων 
αντιµετώπισής της. Κατά συνέπεια, µια ανάλυση όπως η παρακάτω δείχνει τις 
δυνατότητες του υποδείγµατος να εφαρµοστεί σε αντίστοιχες µελλοντικές 
περιπτώσεις, καθώς και την κατεύθυνση που θα πρέπει να έχουν οι ανθρώπινες 
παρεµβάσεις για τον µετριασµό της έκτασης και των συνεπειών παρόµοιων 
επιδηµιών. 
3.9.1 Ανάλυση ευαισθησίας του β 
Εάν δοκιµάσουµε να προσεγγίσουµε µε το άριστο υπόδειγµα, σύµφωνα µε την 
εργασία των Zhou et al. (2004), που χρησιµοποιεί τα δεδοµένα του Υπουργείου 
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Ωστόσο, για β(t) = 0.6 δεν υπάρχει επιδηµία, αλλά ένα µέγιστο στο 2128, πολύ κάτω 
από το πραγµατικό µέγιστο. 
 
 
Συµπεραίνουµε ότι το στατικό β που διαµορφώνει ένα σταθερό επίπεδο της ασθένειας 
διατηρήσιµο µέσα στον πληθυσµό βρίσκεται µεταξύ των β = 0.6 και β = 0.7. Μετά 




Αξίζει να µελετηθεί εκτενέστερα η επίδραση που έχει στο υπόδειγµα ο ρυθµός µε τον 
οποίο ένα άτοµο που βρίσκεται στην I κατηγορία οδηγείται στην J. Πιο αναλυτικά 
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Συνοψίζοντας τα ανωτέρω, στην εν λόγω εργασία έχει δοθεί µια ικανοποιητική 
παρουσίαση των βασικών µεθόδων µοντελοποίησης των λοιµωδών νοσηµάτων. 
Επιπρόσθετα, παρέχεται στον αναγνώστη µια σειρά από αναφορές και σύντοµες 
αναπτύξεις περαιτέρω επεκτάσεων των υποδειγµάτων, µε τη διαµέριση του 
πληθυσµού σε περισσότερα τµήµατα ή µε τη χρήση χρονικά (ή και από άλλες 
µεταβλητές) εξαρτώµενων παραµέτρων. 
Με βάση τα παραπάνω και χρησιµοποιώντας την υπάρχουσα βιβλιογραφία ως οδηγό, 
καταλήξαµε ότι η καταλληλότερη µοντελοποίηση για τον ιό SARS και τη διερεύνηση 
τυχόν επιδηµικής συµπεριφοράς του στην Κίνα είναι ένα µοντέλο SEQIJR διακριτού 
χρόνου, µε σταθερές όλες τις παραµέτρους εκτός του ρυθµού µόλυνσης ευαίσθητων 
ατόµων από µολυσµατικά, που εξαρτάται χρονικά από το χρόνο µε φθίνουσα, 
ασυµπτωτικά προς το µηδέν πορεία. Με βάση αυτό το µοντέλο επιτυγχάνεται µια 
ικανοποιητική πρόβλεψη της πορείας του µεγέθους του συνόλου των διαγνωσµένων 
µε SARS ατόµων, κυρίως στο ανοδικό τµήµα της καµπύλης J. Η ακρίβεια των 
αποτελεσµάτων γίνεται πιο σαφής αν γίνει σύγκριση µε τα εξαιρετικά διαφορετικά 
αποτελέσµατα που προκύπτουν αν τροποποιηθεί ελαφρά κάποια από τις παραµέτρους 
που έχουν θεωρηθεί. 
Ασφαλώς, η συγκεκριµένη εµπειρία επέδρασε σηµαντικά στην οικονοµία, καθώς µια 
σειρά µέτρων µε οικονοµικές επιπτώσεις λήφθηκαν στην προσπάθεια περιορισµού 
και ελέγχου της περαιτέρω εξάπλωσης του ιού. Μάλιστα, κάποια από τα κόστη 
ξεπερνούν τον ίδιο τον ιό και την ιατρική του αντιµετώπιση και αφορούν συνέπειες 
της καραντίνας και των περιορισµών που επιβλήθηκαν κατά την περίοδο που 
ερευνάται, ώστε να τεθεί υπό έλεγχο η πανδηµία πριν εξαπλωθεί περαιτέρω.  
Κλείνοντας, είναι εύληπτο ότι τα µέτρα που ελήφθησαν (και κατέστησαν φθίνοντα το 
ρυθµό µετάδοσης της ασθένειας) υπήρξαν απολύτως αποτελεσµατικά και επέφεραν 
το απαιτούµενο αποτέλεσµα. Η εξάπλωση του ιού στην Κίνα αποφεύχθηκε πριν το 
µέγεθος του προβλήµατος τεθεί εκτός ελέγχου, αν και θα ήταν ίσως χρήσιµη µια πιο 
ισχυρή ή ακόµη και µια πιο έγκαιρη αντίδραση (πριν την 21η Απριλίου) που θα 
µείωνε δραµατικά τον αριθµό όσων νόσησαν και, κυρίως, όσων πέθαναν. Το παρόν 
υπόδειγµα µπορεί να φανεί χρήσιµο εάν προκύψει στο µέλλον ανάλογη κατάσταση 
λόγω του ίδιου ή άλλου παρόµοιου ιού.  
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